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Die Abplattung im Kontaktproblem paralleler Zylinder

J. Kunz, E. de Maria

Zusammenfassung Fiir die Berechnung der Abplattung
bei der Beriihrung achsparalleler Zylinder unter Kraft-
wirkung, d.h. der Anndherung der beiden Zylinderachsen,
wird eine einfache, allgemeingiiltige Beziehung angegeben.
Eine solche war seit den grundlegenden Arbeiten von
Heinrich Hertz in den Jahren 1881 und 1882 zur Lsung
des Kontaktproblems elastischer Kérper unter Kra-
ftwirkung gesucht worden. Ziel des vorliegenden Projekts
war es, diese Liicke gestiitzt auf theoretische, rechnerisch-
numerische und experimentelle Untersuchungen zu
schliessen. Die dabei gewonnenen Haupterkenntnisse
lassen sich wie folgt zusammenfassen: Die Abplattung
paralleler Zylinder ist direkt proportional zur Belastung
sowie umgekehrt proportional zur Werkstoffsteifigkeit
und zur Zylinderldnge. Sie ist ausserdem von den
Kriimmungsverhiltnissen unabhéngig, wird also weder

von der Grdsse der Zylinderradien noch von den

Kriimmungskombinationen konvex/konvex, konvex/eben
oder konvex/konkav beeinflusst. Diese Aussagen werden
theoretisch begriindet und mit FEM-Rechnungen sowie
experimentell belegt. Sie gelten in dieser Form fiir volle
Zylinder und fiir Kérper mit zylindrischer Oberfliche im

Kontaktbereich.

The displacement in the contact problem of parailel

cylinders

Abstract To calculate the deflection of cylinders with
parallel axes contacting under load, i.e. the approach of the
two axes, a simple equation of general validity is given.
Such an equation was searched for since the fundamental
works of Heinrich Hertz in 1881 and 1882 solving the
contact problem of elastic bodies under load. The objective
of the presented project was to close this gap on the base of
theoretical, numerical and experimental investigations.
The principal results can be summarized as follows: The
deflection of parallel cylinders is directly proportional to
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the loading force, but reciprocal to the materials stiffness
and to the length of the cylinder. Besides this it is inde-
pendent of the curvature relations, therefore not influ-
enced by the values of the cylinder’s radius and the
combinations of curvatures which are convex/convex,
convex/plane and convex/concave. These statements are
explained theoretically and verified experimentally as well
as with FEM-calculations. In this form, they are valid for
whole cylinders and for bodies with cylindrical surface in
the contact region.
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Radius der (kreisférmigen) Kontaktfliche, mm
halbe Breite der (rechteckigen) Kontaktfliche,
mm

Konstante

Drahtdurchmesser, mm
Vergleichs-Elastizititsmodul, N/mm?
Kontaktkraft, N

Kraft (als Dimension)

Lange (als Dimension)

Linge der Zylinder, mm

charakteristische Linge, mm
Steifigkeitssymbol, N/mm?

maximaler Kontaktdruck, N/mm?
Vergleichs-Kriimmungsradius zweier Kugeln,
mm

Vergleichs-Kriimmungsradius zweier Zylinder,
mm

Abplattung, Anndherung der beiden Zylinde-
rachsen, mm

Koordinate in Richtung der Berithrungsnorma-
len, mm

Exponent

Exponent

Exponent

Zusammendriickung einer Walze zwischen zwei
starren Ebenen, mm

Exponent

Querkontraktionszahl, Poissonzahl
Normalspannung, N/mm?

Korper 1

Korper 2

Stahl
Vergleichsgrosse
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1
Ausgangsiage

1.1

Einleitung

Die Kraftiibertragung zwischen zwei Kérpern findet stets
iiber Kontaktflichen statt, die an Bauteilen entweder
eigens dafiir konstruktiv gestaltet werden oder sich durch
lokale Verformung der Korper unter Kraftwirkung im
Kontaktbereich ausbilden. Dies letztere ist dann der Fall,
wenn die beiden sich beriihrenden Oberflichen unter-
schiedlich gekriimmt sind, wie das etwa bei Verzahnun-
gen, Wilzlagern, Laufrollen und vielen andern in
Maschinen-, Anlagen- und Apparatebau verbreiteten
Anwendungen der Fall ist. Der in diesen Kontaktflichen
entstehende Druck ist der belastenden Kraft statisch
aequivalent. Der Druck wird bei kleinen Kontaktflichen
sehr gross, was fiir die beteiligten Werkstoffe eine hohe
Beanspruchung darstellt.

Das Interesse des Ingenieurs an der Kenntnis der
Zusammenhinge zwischen Kraft, Kontaktfliche, Druck-
beanspruchung und Verformung in der Kontaktzone
konzentriert sich vor allem auf folgende Gréssen:

- maximaler Kontaktdruck, allenfalls auch mittlerer
Kontaktdruck,

- Form und Abmessungen der Kontaktfliche,

- Spannungszustand in der Umgebung der Kontaktfldche,

- Abplattung der beiden Korper, d.h. deren gegenseitige
Anndherung.

Das Problem der theoretischen Punktberiihrung elasti-
scher Korper mit beliebig gekriimmten Oberflichen wurde
von Heinrich Hertz in der zweiten Hilfte des 19. Jahr-
hunderts gelost. Die Ergebnisse seiner grundlegenden
Arbeiten publizierte er 1881 [1] und 1882 [2]. Wie sich
gezeigt hat, ist die mathematische Beschreibung dieser
Zusammenhinge alles andere als elementar. Zur Abplat-
tung paralleler Zylinder mit theoretischer Linienberiih-
rung dusserte sich Hertz dahingehend, dass sie nach seiner
Theorie logarithmisch unendlich werden wiirde, was er
mit der zylindrischen Geometrie der Kontaktkdrper
erklirte, und sie daher ausserhalb des ihn beschiftigenden
Problems falle (2], Tatsdchlich ist es bis heute nicht
gelungen, die Abplattung paralleler Zylinder aus der
allgemeinen Hertzschen Theorie abzuleiten. Hingegen
sind immer wieder auf anderen Wegen Lésungsversuche
unternommen worden, von denen jedoch keine vollauf
zu befriedigen vermag. Insbesondere fehlt die
Allgemeingiiltigkeit fiir beliebige Kriimmungskombina-
tionen.

1.2

Aligemeine Hertzsche Theorie der Kontaktprobleme

Die Uberlegungen von Heinrich Hertz bei der Entwicklung
seiner Theorie der Kontakt-probleme basieren auf einer
Reihe von Annahmen bzw. Voraussetzungen:

a) die Werkstoffe beider Kontaktkérper sind homogen
und isotrop

b) die Werkstoffe verhalten sich rein linear-elastisch,
plastische Verformungen treten demnach nicht auf

¢) die beiden Kdrper beriihren sich im unbelasteten
Zustand in einem Punkt (theoretische Punktberiihrung)

d) die entstehenden Kontakiflichen sind sehr klein im
Vergleich mit der Gesamtoberfliche

e) die Oberflichen der beiden Kérper sind reibungsfrei,
d.h. es kénnen nur Druckkrifte senkrecht zur
Kontaktfliche auftreten

f) die unverformten Oberflichen der beiden Kérper lassen
sich in der Umgebung der Kontaktstelle hinreichend
genau durch quadratische Gleichungen beschreiben.

Die Ergebnisse der elastizititstheoretischen Berechnungen
von Hertz lassen sich wie folgt zusammenfassen:

- die Projektion der Kontaktfliche in Richtung der
Berithrungsnormalen hat die Form einer Ellipse

- die Druckverteilung {iber der Kontaktfléche hat die Form
eines halben Ellipsoids

- der maximale Kontaktdruck ist 3/2 mal so gross wie der
mittlere Kontaktdruck

- unterhalb der Kontaktfliche herrscht ein rdumlicher
Spannungszustand mit Druckspannungen in allen drei
Raumrichtungen.

Diese Resultate gelten — unter Beachtung der obigen
Voraussetzungen - selbst dann, wenn einer der beiden
Kontaktkorper eben oder konkav gekriimmt ist.

Formeln und Zahlenwerte fiir die ingenieurmassige
Berechnung von Kontaktflichenabmessungen, maximalem
Kontaktdruck und Abplattung, d.h. gegenseitige Annéhe-
rung der beiden Korper, kénnen den technischen Hand-
biichern entnommen werden [3-5]. So gilt beispielsweise
fiir den Kontakt zweier Kugeln (Bild 1):

Bild 1. Kugelférmiger Kontaktkérper (Kontaktfliche iibergross
dargestellt)
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- Radius der Kontaktfliche:

FR
=1,114/—=
a ? .E (1)

- Maximaler Kontaktdruck:

e @

Po = 0,388/ —

- Abplattung:

wo =1 23{/£ (3)
00— 4 E2R

In diesen Beziehungen ist das Querkontraktionsverhalten
beider Kontaktkérper mit einer Poissonzahl von je

u = 0,3 bereits mit eingerechnet. Bei abweichenden
Werten kann auf allgemeinere Ausdriicke zuriickgegriffen
werden, was jedoch fiir die vorliegenden Betrachtungen
nicht erforderlich ist. Weiter sind in diesen Gleichungen
mit R und E Abkiirzungen enthalten, denen die geome-
trische bzw. physikalische Bedeutung einer Ver-
gleichsgrisse zugedacht werden kann:

- Vergleichs-Kriimmungsradius
RiR;
= (4)
Ri+R
mit R; und R, als Radien der Kugelflichen der beiden
Korper 1 und 2. Bei konkaver Kriimmung ist der be-

treffende Radius negativ einzusetzen.
- Vergleichs-Elastizitdtsmodul

E\E;
(5)
Ey +E _
mit E; und E, als Elastizitdtsmoduln der beiden Werkstoffe.

E=2

Die rdumlichen Spannungskomponenten o, sowie ¢, = o;
(Bild 2) ergeben nach der Schubspannungshypothese die
maximale Vergleichsspannung [9]

Oy max = 0y(2 = 0,47a) = 0,62p, . (6)

Sie tritt in einer Tiefe z = 0,47a unterhalb der Kon-
taktfliche auf. Die Ausdehnung der Kontaktzone ins
Innere der Kontaktkorper ist somit dem Kontaktflichen-
radius a direkt proportional,

1.3

Kontakt paralleler Zylinder

Beim Kontakt zweier unverformter Zylinder langs einer
erzeugenden Geraden liegt ein spezielles Problem vor, in-
dem die Kontaktfliche die Form eines Rechtecks annimmt
(Bild 3). Die direkte Anwendung der Hertzschen Theorie,
welche sich auf theoretische Punktberiithrung bezieht, fiihrt
dagegen zu einer unendlich langen und unendlich schmalen
Ellipse, was der Realitdt widerspricht. Erst die Anwendung
eines mathematischen Kunstgriffs gestattet die analytische
Bestimmung der halben Kontaktflichenbreite und des
maximalen Kontaktdrucks wie folgt:

— Halbe Breite der rechteckigen Kontaktfliche:

!
b= 1,521/% 7)

p(r)

z

Bild 2. Spannungsverlauf ins Innere der Kugel unterhalb der
Kontaktfliche

Bild 3. Zylindrischer Kontaktkérper (Kontaktfliche iibergross
dargestellt)

- Maximaler Kontaktdruck:

po =0, 418\/% . (8)

Hierin bedeuten E den Vergleichs-Elastizititsmodul (5),
I die Ldnge des Zylinders und analog zu (4)
RiR,

R =2
Ry + R,

)
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den Vergleichs-Kriimmungsradius mit R; und R, als
Radien der Zylinderflichen 1 und 2. Bei konkaver Kriim-
mung ist der betreffende Radius negativ einzusetzen. In
den Zahlenwerten von (7) und (8) ist das Querkontrak-
tionsverhalten beider Kontaktkérper mit einer Poissonzahl
von je i = 0,3 bereits mit eingerechnet.

Vorauszusetzen dabei ist, dass sich der Kontaktdruck
iiber die Zylinderldnge gleichmissig verteilt, so dass all-
fillige Kanteneffekte ausbleiben. Dies bedeutet im allge-
meinen, dass die beiden sich beriithrenden Zylinder gleich
lang sein miissen, ausser der lingere Zylinder habe eine
sehr viel hohere Steifigkeit als der kiirzere.

Die Abplattung wy, also die Anndherung der beiden
Zylinderachsen, konnte anhand der Hertzschen Theorie
bisher nicht berechnet werden. Hertz [2] selber hatte
schon auf die diesbeziiglichen Schwierigkeiten aufmerk-
sam gemacht, die er mit der zylindrischen Form der
Kontaktkorper begriindete.

Die rdumlichen Spannungskomponenten o5, ¢, und o,
(Bild 4) lassen sich rechnerisch bestimmen. Sie ergeben
nach der Schubspannungshypothese die maximale
Vergleichsspannung [9]

in einer Tiefe z = 0,7b unterhalb der Kontaktfliche. Die
Ausdehnung der Kontaktzone ins Innere der zylindrischen
Kontaktkorper ist direkt proportional zur halben
Kontaktfldchenbreite b.

Fiir die Berechnung der Abplattung paralleler Zylinder
ist bis heute keine allgemeingiiltige Lésung bekannt
geworden, die auf beliebige Kriimmungsverhiltnisse
anwendbar wire. Zwar wurde immer wieder auf ver-
schiedenen Wegen versucht, das noch offene Problem zu
16sen. Die daraus resultierenden Formeln gelten jedoch
praktisch alle nur fiir spezielle Kriimmungsverhaltnisse
und sind unter sich zum Teil recht widerspriichlich.
Dementsprechend problematisch ist ihre Anwendung in
der Praxis.

Vidéky [6] untersuchte im Zusammenhang mit der
Berechnung von Zahnridern die Abplattung der Oberfli-
chen, d.-h. der Zahnflanken, welche er durch Zylinderfla-

Bild 5. Geometrische Ermittlung der Abplattung nach Vidéky c)
Kontakt konvex/konvex d) Kontakt konvex/eben ¢) Kontakt
konvex/konkav

p
Po p(x)
-0 b x
0,44 b
0,78 b
{ 2uc, (Punkt]
0=
) (Punkt 11)
Z|

Bild 4. Spannungsverlauf im Innern des Zylinders unterhalb der
Kontaktfiiche

chen anndhert, Daraus ergibt sich die Moglichkeit, gemiss
(7) bzw. (8) den maximalen Kontaktdruck p, und die halbe
Kontaktflichenbreite b zu berechnen. Indem er die ganze
Kontaktflichenbreite 2b anndhernd als gemeinsame Sehne
der beiden Zylindergrundkreise betrachtet, berechnet er
die Abplattung w, auf rein geometrischem Weg (Bild 5a)
mit dem Resultat

wo =Ry — \/ (R} — b2) + Ry — /(RS — 1?) . (11)

Daraus erhdlt man mit (7) und unter Beriicksichtigung von
b < Rl bzw. R;l_

R R, R, R,<0
— AL j Wy "Wa?
—_‘_: \,_‘_-“_i__.// ‘t.‘::.j-‘-— -
| M 2b ! _2b ‘
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F
Woml,lﬁ*gj . (12)

Demnach ist die Zylinderabplattung von den
Kriimmungsverhéltnissen unabhingig. Da die rein geo-
metrische Uberlegung von Videky die elastische Verfor-
mung des Zylinders vollstindig ignoriert, ist der
Zahlenwert jedoch zu klein und damit nicht realistisch.
Der Kontakt mit einer elastischen Ebene (Bild 5b) fiihrt
mit R; — oo zu einem problematischen Grenzfall. Ganz
unsinnig wird dieser Ansatz fiir den Kontakt zwischen
einer konvexen und einer konkaven Zylinderfliche
(Bild 5c¢), indem auf der konkaven Seite Material auftreten
miisste, das gar nicht existiert.

A, Foppl [7] leitete mittels elastizitdtstheoretischer
Betrachtungen eine Beziehung her fiir die Zu-
sammendriickung einer zylindrischen Walze zwischen
zwei starren Ebenen mit dem Resultat

. 4 1-@ F(1 2R
5_2%_1: (3+ln 5 ) (13)

Die Abplattung auf jeder Seite des Zylinders wird mit b aus
(7) und g, ~ 0,3

6 1 1—-w F R(E\l
L Nt S P
M= = T T\ BT
~ F RyEl
~0,29OEII(1,91+ln L) . (14)

Sie setzt sich also aus einem vom Kriimmungsradius R,
unabhingigen und einem von R, logarithmisch abhingi-
gen Teil zusammen.

Foppl selber dachte offenbar daran, seine Formel auch
auf den Kontakt zweier Zylinder aus gleichem Material
anzuwenden. Er wies jedoch gleichzeitig darauf hin, dass
bei sehr verschiedenen Durchmessern der grossere Zylin-
der eine weit gréssere Zusammendriickung erfahren wiir-
de als der kleinere, und beim Ubergang zu einer Ebene die
Abplattung gar unendlich gross werden wiirde. Diese
Einwinde machen deutlich, dass die Anwendbarkeit dieser
Losung sehr beschrinkt und problematisch ist.

Trotzdem ist immer wieder versucht worden, die Foppl-
Ldsung zu verallgemeinern, etwa in der Form (vgl. [5])

21— (2 2R, | 2R
M= TE (3 b +in b
2 l—,ul 2 4R3R2
- —+In——} , 15
n E (3+ b? (15)

worin mit E wohl der Vergleichs-Elastizititsmodul (5)
gemeint sein soll, was aber mathematisch keinen Sinn
macht. Mit b aus (7) und g, =~ 0,3 wird daraus

_ F (R1 +Ry)E
wo—0,579EI{1,21+1n[ = ‘]}

Gerade darin kommt aber die Problematik einer ebenen
(R — o) oder gar konkaven (R < 0) Kontaktfliche sehr
klar zum Vorschein, denn der Radius des konkaven Korpers
muss betragsmdssig stets grosser sein als der Radius des
konvexen Gegenkorpers. Es bestitigt sich somit, dass eine
solche Beziehung — wenn iiberhaupt - sinnvolle Ergebnisse

(16)

nur fiir den Kontakt zweier konvexer Zylinder bringen
kann.

Bochmann [8] untersuchte die Abplattung von Stahl-
drahten zwischen ebenen Messstempeln aus Stahl. Dabei
fand er empirisch, dass die Abplattung proportional von
der Belastung F sowie umgekehrt proportional von der
aufliegenden Drahtlinge I und von der dritten Wurzel aus
dem Drahtdurchmesser D abhingt. Die entsprechende
Zahlenwertgleichung fiir die Abplattung eines Stahlzylin-
ders zwischen zwei Ebenen aus Stahl lautet

0,922 F 0,732 F
104 YD 100 YR

mit [6] = mm, [F] =N und [D] = [R] = []] = mm.

Anzumerken ist, dass in der Messanordnung die Drihte

zum-Teil seitlich {iber die Messstempel ragten, so dass

Randeffekte wie Kantenpressung die Resultate beeinfluss-

ten. Bei Bedarf kann die fiir Stahl giiltige Beziehung (17)
mit einem Korrekturfaktor

1 Eg (1-;@4_1-;@)

== 18
¢ 2 l—y%t E; E; ( )

auf den Kontakt zwischen zwei beliebigen Werkstoffen
umgerechnet werden.

Lundberg [10] entwickelte dhnlich wie Hertz eine Losung
auf der Basis einer Potentialtheorie, Dabei setzt er fiir den
Kontakt paralleler Zylinder voraus, dass die Kontaktfliche
ein sehr langes, schmales Rechteck ist, das als Ausschnitt aus
einer unendlich langen Ellipse betrachtet werden kann. Auf
diesem Weg gelangt er schliesslich zum Resultat

1 1= 14
wol?t ( El + Ez

5:211’0:

(17)

F T P
Nt In (l—nz HJ) FR' (19)
By E;
worin R’ den Vergleichradius (9) bedeutet. Zum gleichen
Ergebnis kommen iibrigens drei Jahrzehnte spiter auch
Puttock und Thwaite [11]. Die Formel (19) scheint zwar
eine gewisse Ahnlichkeit mit der Losung (13) bzw.
(14) von Foppl aufzuweisen, unterscheidet sich aber ins-
besondere im Argument des Logarithmus deutlich, in dem
sich die Zylinderkriimmung in entgegengesetzter Propor-
tionalitdt auswirkt.

Schmidt [12] gelangt bei der Untersuchung der Ver-
formung von zylindrischen Kunststoffrollen auf rein
empirischem Weg zur Erkenntnis, dass die Abplattung
zwischen zwei starren Platten der belastenden Kraft direkt
proportional, aber vom Rollendurchmesser unabhingig
ist. Seine Formel fiir die Zusammendriickung des vollen
Zylinders lautet

E
5 = ZWQ =4 EI ] .
Fiir die empirische Ermittlung seines Zahlenwertes
benutzte Schmidt korrekt den bei Kunststoffen
zeitabhiingigen, Kriechmodul genannten Elastizititsmodul
E;(t), unerkldrlicherweise aber jenen fiir Biegebeanspru-
chung, ohne diese seltsame Wahl zu begriinden.

(20)
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Steiner [13] kam ebenfalls zum Schluss, dass die
Abplattung zylindrischer Kunststoffrollen zwischen zwei
starren Platten proportional zur Kraft und unabhéngig
vom Rollendurchmesser ist, und fand den Zusammenhang

d (21)

d=2w = 5,66511 .
Seine Untersuchungen basieren auf der Forminderungs-
arbeit, die er, gestiitzt auf die Spannungsgleichungen im
Zylinder, numerisch berechnete und experimentell iiber-
riifte.
P Die kritische Wiirdigung der betrachteten Lsungen
zeigt, dass keine hinsichtlich der auftretenden Kriim-
mungsverhiltnisse allgemeingiiltig ist. Sie sind entweder
theoretisch fragwiirdig, nicht experimentell untermauert
oder gelten nur fiir den Spezialfall der zylindrischen Rolle
zwischen zwei starren Platten.

Ein zahlenmissiger Vergleich der verschiedenen
Losungen anhand konkreter Daten ist daher nur unter
Beschrankung auf die zylindrische Rolle zwischen zwei
starren Platten moglich. Wahrend die Formeln von Fappl,
Lundberg und Steiner relativ nahe beisammen liegende
Resultate liefern, erreichen jene nach Bochmann und vor
allem nach Vidéky nur etwa 20 bis 40 Prozent davon.

14

Problemstellung

Aus den vorgenannten Feststellungen ergab sich das Ziel,
eine Berechnungsformel fiir die Abplattung paralleler
Zylinder, insbesondere Kunststoffrollen, zu entwickeln.
Diese sollte:

1) moglichst allgemeingiiltig sein, d.h. insbesondere auf
beliebige Kriimmungsverhaltnisse wie konvex/konvex,
konvex/eben oder konvex/konkav angewendet werden
konnen, .

2) auf beliebige Werkstoffkombinationen angewendet
werden kénnen, auch wenn sich die vorzunehmenden
Untersuchungen in erster Linie auf Kunststoffrollen
beziehen,

3) sich widerspruchsfrei in die Hertzsche Theorie (vgl. 1.1)
einfiigen, also insbesondere von den selben Vorausset-
zungen a) bis f) ausgehen und die bestehenden
Beziehungen (7) und (8) ergénzen,

4) theoretisch plausibel begriindet werden konnen,

5) durch experimentelle Resultate bestitigt werden,

6) numerisch, d.h. mit Anwendung der Finite Elemente
Methode (FEM), bestétigt werden,

7) auf zylindrische Rollen mit Bohrung, Nabe und zentri-
scher Belastung erweitert werden kénnen.

2
Theoretische Untersuchungen

2.1

Dimensionsanalyse

Die massgebenden Parameter beim Kontaktproblem par-
alleler Zylinder sind, wie auch aus (7) und (8) hervorgeht,
die Kontaktkraft F, der Vergleichs-Elastizitditsmodul E (5),
der Vergleichs-Kriimmungsradius R’ (9) und die Linge |
der Zylinder. Damit konnen die theoretischen

Uberlegungen von der Funktion wy = C - f(F, E, R/, 1) mit
einer Konstanten C ausgehen, und mit den Dimensionen
Kraft (K) und Linge (L) gilt

[wo] = L [mm]
[Fl= K [N]
[E]= KL7? [N/mm?]
[RT= L [mm]
(1= L [mm]
Der Ansatz

[wo] = [F] - [E] - [RT] - []

fithrt auf die Gleichung

K. L' —=g*.KP.L728.17. 18 = Kloth) | 1 (-2B+r+e)
(23)

mit den vier unbekannten Exponenten o, f, 7 und &,
zwischen denen die Bedingungen

x+pf=0 (24)
—2B+y+e=1 (25)

bestehen. Wegen der gleichmissigen Kraftverteilung iiber
der Zylinderldnge sind F und [ zueinander umgekehrt
proportional, d.h.

(22)

(26)
Da die Abplattung wy mit F zunehmen muss, gilt zudem
x>0 . (27)

Die darin enthaltene Annahme o = 1 fiihrt mit (24) und
(26) auf f = £ = —1 und schliesslich mit (25) auf y = 0.
Andere Annahmen als ¢ =1 fithren zu Widerspriichen
und miissen daher verworfen werden. Folglich resultiert
aus (22) und (23) die Beziehung

F
Diese sagt aus, dass die Abplattung vom Vergleichs-
Kriimmungsradius R’ unabhingig ist. Dies mag zunéchst
iiberraschend erscheinen. Bedenkt man aber die friiheren,
unabhingig voneinander gefundenen Erkenntnisse von
Vidéky, Schmidt und Steiner, auch wenn sie z.T. nur fiir
Zylinder zwischen starren Platten gelten, so ist Beziehung
(28) als Struktur der gesuchten Formel durchaus
realistisch,

&= —a .

(28)

2.2

Relationsanalyse

Zwischen den relevanten Parametern F, E,R bzw. R',1
sowie b, p, und w, der Kontaktprobleme bestehen physi-
kalisch begriindbare Relationen, die sich mathematisch
ausdriicken lassen. Die Verkniipfung dieser Relationen
muss also ebenfalls auf die zutreffende Struktur der
gesuchten Formel fithren.

Diese Uberlegung wird zunichst am Spezialfall des
Kontakts zweier Kugeln (vgl. 1.1) iiberpriift, bei dem die
Abplattung mit (3) bekannt ist. Hier gelten folgende
Relationen:

Die Spannung ¢ im Kontaktkdrper und der Kontakt-
druck p, (2) sind zueinander proportional:
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G~ pPo . (29)

Die Dehnung ¢ und die Spannung o sind zueinander
proportional (Hookesches Gesetz):
enl

7
Die Spannung und damit die Dehnung erstrecken sich
{iber eine charakteristische Lange Iy, die nach (6) dem
Kontaktflichenradius a (1) proportional ist

lp~a . (31)

Durch Verkniipfung von (1), (2), (29), (30) und (31) ent-
steht mit

W el g Po 1 ;/FR 3FE2_3F2
0 CTECYECYEVE VR T VER

(32)

die qualitativ richtige Losung fiir den Kontakt zweier
Kugeln entsprechend Gleichung (3). Es kann daher davon
ausgegangen werden, dass die Relationsanalyse auch bei
paralleler Zylindern zum Ziel fiihrt.

Beim Kontaktproblem paralleler Zylinder (vgl. 1.2) sind
die Relationen (29) und (30) gleichermassen giiltig. Analog
zu (31) besteht nach (10) Proportionalitit zwischen einer
charakteristischen Linge I/, und der halben Kontaktfld-
chenbreite b (7):

b~b . (33)

Die Verkniipfung von (7), (8), (29), (30) und (33) liefert
nun

(30)

womg.fopu%.bw%.b

1 [FE hqv__ F C:F
E VIR V El ~ El El

was mit dem Ergebnis (28) der Dimensionsanalyse
vollstindig iibereinstimmt.

(34)

2.3

Folgerungen

Die vorstehend durchgefiihrten theoretischen Analysen
fithren zu folgenden Erkenntnissen:

- Die Abplattung paralleler Zylinder kann durch die
Formel (34) beschrieben werden. Dies haben die
Dimensionsanalyse und die Relationsanalyse unabhin-
gig voneinander und iibereinstimmend ergeben. Die
Formel (34) enthdlt implizit auch die Lésungen (22) von
Schmidt und (23} von Steiner fiir die Abplattung eines
Zylinders zwischen zwei starren Platten.

- Die Abplattung ist proportional zur wirkenden Kon-
taktkraft F, wie dies vor Schmidt und Steiner schon
Vidéky und Bochmann erkannt hatten.

- Sie ist umgekehrt proportional zum Vergleichs-
Elastizitdtsmodul E, der nach (7) aus den Elastizititsmo-
duln der beiden beteiligten Werkstoffe gebildet wird.

- Sie ist umgekehrt proportional zur Zylinderldnge I, wie
bei Vidéky, Bochmann, Schmidt und Steiner.

~ Sie ist unabhingig vom Vergleichs-Kriimmungsradius R’
und, da diesbeziiglich keinerlei Einschrinkungen

gemacht wurden, von den Kriimmungsverhiltnissen
iiberhaupt.

- Durch den Einbezug der Gleichungen (9) und (10) fiigt
sich die gefundene Formel widerspruchsfrei in die
Ergebnisse der Hertzschen Theorie ein.

Damit sind die Kriterien 1) bis 4) der Problemstellung (vgl.
1.5) vollumfénglich erfiillt.

Der Zahlenfaktor C in (34) ist nach den theoretischen
Abklirungen noch offen und somit empirisch zu ermitteln.
Ausgehend von den Resultaten (22) von Schmidt und (23)
von Steiner ist anzunehmen, dass er in der Gréssenord-
nung von 4 bis 6 liegen diirfte.

3
Experimentelle Untersuchungen

31
Kontakt-Anordnungen
Der empirische Nachweis der Allgemeingiiltigkeit der
theoretisch gefundenen Losung (34) und die zahlenmiss-
ige Bestimmung der darin enthaltenen Konstanten C
verlangen Untersuchungen mit unterschiedlichen
Kriimmungsverhaltnissen, Kérperdimensionen und
Werkstoffkombinationen. Die Auswahl der Anordnungen
sollte auch einzelne Quervergleiche untereinander
ermdglichen, um die Ergebnisse optimal abzusichern.
Der Variation der Kriimmungsverhiltnisse kommt in
dieser Untersuchung die grosste Bedeutung zu. Dement-
sprechend wurden Kontakt-Anordnungen mit der Paarung
der Oberflichen konvex/eben, konvex/konvex und
konvex/konkav definiert.
Zwecks Einbezug unterschiedlicher Kérperdimensionen
in Form und Grosse wurden folgende Geometrien gewihlt:

- Vollzylinder mit Radius 10 und 50 mm

- Halbzylinder mit Radius 10 und 50 mm

- Prisma mit ebener Kontaktfliche

- Prisma mit konkaver Kontaktfliche mit Radius
-100 mm.

Fiir die Untersuchung wurden aus den verschiedenen
Kombinationsmdglichkeiten insgesamt acht verschiedene
Anordnungen (Tabelle 1) festgelegt, bei denen dann noch
zusitzlich die Radien variiert wurden.

Die Linge der Kontaktkdrper wurde einheitlich auf 30
mm festgelegt, um Kantenpressungen zu vermeiden. Die
Hohe der prismatischen Kontaktkérper entspricht dem
Radius des jeweiligen zylindrischen Kontaktpartners, die
Breite dessen Durchmesser. Hohlzylinder und Zylinder
mit eingepressten Naben waren nicht Gegenstand dieser
Untersuchung.

Die Beriicksichtigung unterschiedlicher
Werkstoffsteifigkeiten ist im Zusammenhang mit der
vorliegenden Problemstellung von eher untergeordneter
Bedeutung. Trotzdem wurden Halbzylinder und Prismen
aus zwei verschiedenen Werkstoffen in die Untersuchung
einbezogen, namlich:

- Polyacetal (POM) Tecaform AH natur (Kundert AG,
CH-Jona) als technischer Kunststoff

- Stahl (St) Nr. 1.4305 als metallischer
Konstruktionswerkstoff.
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Tabelle 1. Untersuchte Kontakt-Anordnungen

Nr. | Skizze [Werkstoff | Krimmungsverhattnis | Bemerkungen
1 st
- Vergleichsmdglichkeit mit Resuitaten von
POM konvex / eben FOPPL, SCHMIDT, STEINER
St
- Obere Kontakistelle vergleichbar mit
2 n Anordnung 1
J konvex / eben - Untere Kontaktstelle St/St
.y
\\\\Q\‘Q\\\* - Verformung mosste halb so gross sein
— wie bei der Anordnungen 1 und 3
3
- Aus Symmetriegrinden vergleichbar mit
konvex / konvex Anordnung 1
4
konvex / konvex - Einfluss der heterogenen Werkstoffpaarung
5 N St
POM - Einfluss unterschiedlicher Krimmu
/) POM Konvex/komvex 1~ radien ol
6 St
v POM konvex / eben - Einfluss unterschiedlicher Krimmungs-
_ POM verhiitnisse
St
7 St
v POM konvex / konkav - Einfluss unterschiedlicher Krimmungs-
[ ] o .
St
8 St . -
v - Einfluss unterschiedlicher KrGmmungs-
\\\\: gtm konvex / konkav verhalitnisse und heterogener Werkstoff-
DN & paarung

Fiir Stahl wurde der Elastizitdtsmodul mit dem {blichen
Wert von 2,1.10° N/mm? eingesetzt, wihrend der Elasti-
zititsmodul von POM aus dem verwendeten Material un-
ter den geltenden Bedingungen von Priifzeit und
Temperatur experimentell bestimmt wurde.

Als Kontaktkraft wurde F = 2000 N festgelegt, so dass
in etwa mit einem linearen Verformungsverhalten ent-
sprechend Voraussetzung b) gerechnet werden kann.

3.2

Experimentelle Untersuchungen

Fiir die experimentellen Untersuchungen wurde eigens
eine Priifeinrichtung entwickelt [14]. Sie besteht im

wesentlichen aus zwei horizontal tibereinander
angeordneten Aufspannplatten, die zwischen zwei Siu-
len vertikal gegeneinander bewegt werden kénnen
(Bild 6). Die zu untersuchenden Kontaktkorper
konnen zwischen diesen Aufspannplatten positioniert
und unter Kraftwirkung miteinander in Beriihrung
gebracht werden. Die obere Aufspannplatte kann iiber
eine Traverse auf der gewiinschten Hohe an den Sdulen
fixiert werden. Der fiir die Messanordnung verfiigbare
Priifraum weist eine Breite von 180 mm zwischen
den Sdulen und eine Hohe von maximal 250 mm
zwischen den Kontaktplatten sowie eine Linge von
300 mm auf.
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Bild 6. Priifeinrichtung

Die Priifkraft wird mit einem Pneumatikzylinder
erzeugt, der von unten auf die untere Aufspannplatte
wirkt. Die Kraftmessung erfolgt mittels einer Kraftmess-
dose, die zwischen dem Pneumatikzylinder und der
Aufspannplatte angeordnet ist. Dieses Kraftmesssystem
arbeitet mit einer Genauigkeit von +1%, bezogen auf die
mdgliche Maximalkraft F = 3000 N.

Die Messung der Abplattung erfolgt als Wegmessung
mittels zweier Wirbelstromsensoren, deren Halterungen
entweder direkt an der unteren Aufspannplatte oder der
oben angeordneten Traverse montiert werden. Die Halte-
rungen sind so konzipiert, dass mit den Sensoren alle
Positionen im Priifraum erreicht werden kénnen, Die
Sensoren vermodgen Wegénderungen von maximal 3 mm
aufzunehmen. Die statische Auflosung ihrer Messsignale
liegt bei 0,3 um.

Die Bedienung der Priifeinrichtung und die
Durchfithrung der Messungen erfolgen computergesteu-
ert iiber das Programm LabVIEW. Dieses ermdglicht die
Definition der Priifabliufe wie auch die Erfassung,
Darstellung und Speicherung der Messdaten. Im vorlie-
genden Fall handelt es sich im wesentlichen um das
definierte Aufbringen der Priifkraft und die Wegmes-
sung, wofiir die erforderlichen Unterprogramme erstellt
wurden. Die Eichung der Wegsensoren wurde mittels
Endmassen vorgenommen, und zwar bei verschiedenen
Massen und unterschiedlichen Anordnungen. Das
Ergebnis wurde als Korrektur in das Bedienungspro-
gramm integriert.

Die Kunststoff-Priifkérper fiir die Messung der
Abplattung und des Druck-Elastizititsmoduls wurden
spanend aus Halbzeug hergestellt: Die grosseren Halb- und
Vollzylinder (R 50) sowie der entsprechende E-Modul-
PriifkGrper aus Stangenmaterial, alle iibrigen aus Platten-
material. Um den Einfluss einer allfilligen Anisotropie des
Halbzeugmaterials moglichst auszuschalten, wurden die
E-Modul-Priifkérper so entnommen, dass ihre Beanspru-
chungsrichtung mit jener der Halb- und Vollzylinder
iibereinstimmen.

Die Messungen fiir die Bestimmung des Elastizitits-
moduls wurden unter denselben Bedingungen (Kraft, Zeit,
Temperatur) vorgenommen, wie sie fiir die Messung der
Abplattung festgelegt wurden:

- Kraft: F =2000 N
- Zeit: t = 10 min
- Temperatur: v~ 23°C

Bei der Messung des Elastizititsmoduls zeigte sich bis zur
Hahe der Priifkraft eine gute Linearitit zwischen Kraft und
Verformung. In diesem Messbereich sind die ermittelten
Zahlenwerte E = 3300 N/mm? fiir das Stangenmaterial
und E = 2980 N/mm? fiir das Plattenmaterial praktisch
konstant.

3.3

FEM-Untersuchungen

Die Abplattung fiir die verschiedenen Kontakt-Anord-
nungen (Tabelle 1) wurde auch mit der Finite Elemente
Methode (FEM, Programmsystem MSC.MARC-MENTAT)
bestimmt. Den Berechnungen konnte nach den Erkennt-
nissen der Elastizititsmodul-Bestimmung ein linear-
elastisches Werkstoffverhalten zugrunde gelegt werden.

Fiir die Kontakt-Anordnung 1 wurden die Berechnun-
gen mit einem 2D- und einem 3D-Modell durchgefiihrt, Da
die Ergebnisse eine gute Ubereinstimmung zeigten,
rechtfertigte sich fiir die weiteren Anordnungen die
Beschrinkung auf 2D-Modelle.

Die 2D-Modelle wurden aus einem isoparametrischen,
vierseitigen Schalenelement mit vier Eck-Knoten aufge-
baut. Grosser Wert wurde auf eine ausreichende Feinheit
des FE-Netzes in den Kontaktzonen gelegt (Bild 7). In den
entfernteren Bereichen hingegen konnten grossere Ele-
mente gewdhlt werden. Die untere Kontaktplatte ist in
x- und in y-Richtung unverschieblich gelagert. Die obere
Kontaktplatte ist in x-Richtung unverschieblich gelagert,
in y-Richtung frei beweglich. In dieser Richtung erfolgt,
verteilt {iber die ganze Breite der oberen Kontaktplatte, die
Einleitung der Kontaktkraft. Der zylindrische Kon-
taktkorper ist entlang der vertikalen Symmetrieachse in
y-Richtung gelagert, so dass sich simtliche Verformungen
unter Belastung vollig unbehindert auswirken kénnen.

Fiir das 3D-Modell wurde ein isoparametrisches, sech-
seitiges Raumelement mit acht Eck-Knoten verwendet.

34

Ergebnisse

Die Resultate aus den Messungen und den FEM-Untersu-

chungen wurden in der Form
_ WOIE

C=——

F (35)
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L

Bild 7. 2D-FEM-Modell mit vierseitigen Schalenelementen

zahlenmissig ausgewertet, wie sie aus (28) hervorgeht.
Dies erlaubt auf einfache Weise die iiberpriifung des
theoretischen Befundes, die Abplattung sei von den
Kriimmungsverhéltnissen unabhingig, also C sei eine
Konstante, und, falls dies hinreichend genau zutrifft, die
zahlenmadssige Bestimmung von C. Zu diesem Zweck
wurden die erhaltenen Werte von C in Funktion des
Vergleichs-Kriimmungsradius R’ nach (9) analysiert, und
zwar fiir alle acht Kontakt-Anordnungen einzeln sowie
gesamthaft im Uberblick (Bild 8).

Dieser Uberblick zeigt folgendes Bild:

- Der in Messungen und FEM-Berechnungen ermittelte
Faktor C erweist sich im wesentlichen als von den
Kriimmungsverhiltnissen unabhingig. Damit werden

die theoretischen Erkenntnisse der Dimensions- und der
Relationsanalyse grundsatzlich bestitigt.

- Der numerische Mittelwert aus allen gemessenen und
gerechneten Resultaten liegt bei

C=5,7 (36)

mit einer Standardabweichung von 0,777, was 13,6%
entspricht. Er stimmt {iberraschend gut mit dem Resultat
(21) von Steiner iiberein.

- Dierelativ grosse Streuung des Faktors C tritt vor allem bei
kleinen Werten des Vergleich-Kriimmungsradius R’ auf,
und zwar hauptséchlich bei den Anordnungen 1 und 2.

- Eine Systematik der Abweichungen vom Mittelwert ist
nicht erkennbar.

Untersucht wurde auch der allfllige Einfluss unterschied-
lichen Querkontraktionsverhaltens der Zylinderwerkstoffe.
Zu diesem Zweck wurde in FEM-Variantenrechnungen die
Poissonzahl u zwischen den Grenzen 0,3 und 0,4 variiert.
Dabei hat sich herausgestellt, dass der Einfluss auf die Ab-
plattung und somit auch auf den Zahlenwert der Konstanten
C mit rund 1% so geringfiigig ist, dass er ohne weiteres
vernachldssigt werden darf.

Weiter ist die Frage von Bedeutung, inwieweit die
prismatische Grundform und die gewidhlten Abmessungen
der Probekorper mit der ebenen bzw. konkaven
Gegenflidche (Anordnungen 6, 7 und 8) das Messresultat
beeinflussen. Die Kldrung dieser Frage wurde ebenfalls
anhand eines FEM-Modelles durchgefiihrt, und zwar mit
jenem der Anordnung 7, indem einerseits die Breite und
anderseits die Héhe variiert wurden (Bild 9).

Es stellte sich heraus, dass die gewéhlten Priifkérperab-
messungen, die in der Héhe dem Radius und in der Breite
dem Durchmesser entsprechen, realistisch sind, Die
Variation der Breite ergab bei Werten unterhalb des
Durchmessers leicht héhere Abplattungen, wihrend ab etwa
dem Durchmesser auch bei beliebig zunehmender Breite
eine praktisch konstante Abplattung resultiert. Dagegen
zeigte die Variation der Héhe einen stirkeren Einfluss auf
die Abplattung. Bei zu geringen Hohen reagiert der Kérper
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Bild 9. Variation von Breite und Hohe der Kontaktkdrper mit
konkaver Kontaktfliche Anordnung 7 (schematisch)

’//'////////T// SN
|

mit einer breiteren Druckverteilung, was sich auch direkt
auf die Abplattung auswirkt, Ubersteigt die Hohe den Wert
des Durchmessers, so dndert die Druckverteilung in der
Kontaktzone kaum mehr, und die darunter liegenden Be-
reiche des Korpers unterliegen einer recht gleichméssigen
Druckverteilung. Daraus resultiert ein linear steigender
Verformungszuwachs, der mit der eigentlichen Abplattung
nichts zu tun hat. Diese Erkenntnis bestétigt auch die Aus-
sage (33) der Relationsanalyse, wonach sich Spannung und
Dehnung iiber eine typische Linge I, erstrecken, die der
halben Kontaktflichenbreite b aus (7) proportional ist.

4

Schlussfolgerungen

Die Abplattung bei der Beriihrung achsparalleler Zylinder
unter Kraftwirkung kann bei beliebigen
Kriimmungsverhiltnissen mit der Beziehung

F
wo &2 5,7 — (37)

El
berechnet werden. Diese ergdnzt die bekannten Glei-
chungen (7) und (8) zu einem vollstdindigen Gleichungs-
satz fiir das Kontaktproblem paralleler Zylinder. Obwohl
die Untersuchung mit Probekorpern aus POM und aus
Stahl erfolgte, kann die Beziehung (37) auf beliebige
Kombinationen von Werkstoffen mit linear-elastischem
Verformungsverhalten verallgemeinert werden.

Die relativ hohe Streuung der Konstanten C insbeson-
dere bei kleinen Vergleichs-Kriimmungsradien ist weiter
nicht erstaunlich, da sich bei den empirischen Untersu-
chungen die idealisierenden Voraussetzungen von Hertz
nur unvollkommen erfiillen lassen:

- Die Probekdrper weisen endliche Begrenzungen auf, so
dass die unter Belastung entstehenden Kontaktflichen
kaum als sehr klein im Vergleich mit der Ges-
amtoberfliche bezeichnet werden kénnen (Vorausset-
zung d). Dies gilt speziell fiir Anordnungen 7 und 8 mit
konkaven Gegenfldchen.

- Bei den Messungen an Probekdrpern aus Kunststoff
kénnen lokal im Bereich der hoch beanspruchten Kon-

taktzone mehr oder weniger ausgeprigte Abweichungen
vom linear-elastischen Verhalten (Voraussetzung b)
auftreten.

- Bei den FEM-Untersuchungen macht sich der Einfluss
der FEM-Netzgeometrie bemerkbar. Bei Kérpern mit
kleinen Kriimmungsradien erstreckt sich der Bereich
mit den hohen Spannungs- und Verformungswerten
(Kontaktzone) iiber bedeutend mehr Elemente als bei
grossen Kriimmungsradien.

Dabei ist aber zu bedenken, dass bei realen Bauteilen in
der Praxis die Hertzschen Voraussetzungen ebenfalls nur
unvollkommen erfiillt sind. Demzufolge ist die Beziehung
(37) durchaus realistisch und praktikabel. Eine Verbesse-
rung der Genauigkeit konnte nur durch aufwendigere
empirische Untersuchungen erreicht werden.
Entsprechend den untersuchten Geometrien gilt (37) in
dieser Form fiir volle Zylinder und Kérper mit zylindri-
scher Oberfliche im Kontaktbereich. In der Praxis kénnen
sich zusdtzliche Einfliisse bemerkbar machen, wie bei-
spielsweise eine zentrische Bohrung, insbesondere an
Kunststoffrollen mit eingepressten Stahlnaben, eine zen-
trische Krafteinleitung oder auch gerundete bzw. angefaste
Ubergénge zu den Stirnseiten. Die Bestimmung solcher
Einfliisse ist Gegenstand weiterer Untersuchungen.
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