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Ubung 8

Zutallsvariablen und diskrete
Verteilungen

Musterlosung
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Hinweise:

Prof.

Ubungen sind mit Vorteil alleine zu 16sen.
Benutzen Sie die Musterlosungen nur zur Korrektur.

Die Ubungen sind wichtige Vorbereitungen fiir die Priifung. Losen sie die
Ubungen sorgfiltig und stellen Sie die Losungswege iibersichtlich dar.

(Ergénzte) Vorlesungsunterlagen und Fachbiicher helfen beim Loésen von
Ubungen und bringen gleichzeitig eine erweiterte Ansicht auf die Problem-
stellung.

Wenn Sie die Ubungen nicht verstehen, fragen Sie!
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Ubung 1. Fragen
1. Was ist eine Zufallsvariable?

Eine Zufallsvariable ist eine Funktion, die den Ergebnissen eines Zufallsexpe-
rimentes (Ereignisse) reelle Zahlen (Realisierung) zuordnet.

2. Was ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung?

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit
die Realisierungen einer Zufallsvariable auftreten.

3. Erklaren Sie den Unterschied zwischen diskreten und stetigen Zufallsvaria-
blen!

Bei einer diskreten Zufallsvariable werden die Ergebnisse eines Zufallsexperi-
mentes kategorisiert oder gezahlt. Die Zufallsvariable kann nur eine endliche
oder abzdhlbar unendliche Menge an Werten annehmen.

Bei stetigen Zufallsvariablen hingegen konnen diese in einem gegebenen In-
tervall beliebig genau sein. Die Zufallsvariable kann unendliche viele Werten
annehmen.

4. Erklaren Sie den Unterschied zwischen diskreten und stetigen Verteilungen!

Diskreten Verteilungen geben die Verteilung diskreter Zufallsvariablen an.
Die Wahrscheinlichkeiten kénnen unmittelbar aus der Wahrscheinlichkeits-
funktion abgelesen werden.

Stetige Verteilungen geben die Verteilung stetiger Zufallsvariablen an. Statt
einer Wahrscheinlichkeitsfunktion hat man in diesem Fall nur die Dichte-
funktion (d.h. die Ableitung der Verteilungsfunktion). Somit kénnen Wahr-
scheinlichkeiten nur noch fiir ein Intervall angegeben werden und nicht mehr
fiir einen einzelnen Wert.

5. Erklaren Sie den Unterschied zwischen empirischen und theoretischen Ver-
teilungen!

Die empirische Verteilung (Haufigkeitsverteilung) ist das Resultat einer wie-
derholten Durchfiihrung des Zufallsexperiments. Theoretische Verteilungen
entstehen dagegen auf der Grundlage theoretischer Uberlegungen.

6. Wie ist der Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeits-, Dichte- und Ver-
teilungsfunktion?

Die (stetige oder diskrete) Verteilungsfunktion erhélt man iiber das Summie-
ren der (diskreten) Wahrscheinlichkeitsfunktion resp. tiber das Integrieren
der (stetigen) Dichtefunktion.

7. Welche diskreten Verteilungsfunktionen kennen Sie und in welchen Fallen
werden diese angewendet?

e Die Bernoulli- Verteilung beschreibt das Eintreten von zufilligen Ereig-
nissen, bei denen es nur zwei mogliche Versuchsausgéinge gibt (Erfolg,
Misserfolg). Mogliche Anwendungsfille: Qualitétspriifung (defekt, nicht
defekt.), Miinzwurt, etc.
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e Die Binomial-Verteilung beschreibt die Anzahl der Erfolge in einer Serie
von zufilligen Ereignissen, die jeweils genau zwei mogliche Ergebnisse
haben (Erfolg, Misserfolg). Mogliche Anwendungsfille: Bitfehler in ei-
nem Datenblock, defekte Waren in Stichproben, etc.

e Die Poissonverteilung beschreibt die Anzahl von Ereignissen, die bei
konstanter mittlerer Rate unabhéngig voneinander in einem festen Zeit-
intervall eintreten. Mogliche Anwendungsfélle: Anzahl eintreffende Kun-
den in einem Zeitintervall, Anzahl verschickte E-Mails in einem Zeitin-
tervall, etc.

8. Wie ist der Zusammenhang zwischen Binomialverteilung und Poissonvertei-
lung?

Fiir np < 10 und n > 1500p kann die Poissonverteilung als Naherung fiir die
Binomialverteilung verwendet werden.

9. Wie ist der Zusammenhang zwischen Bernoulli- und Binomialverteilung?

Die Bernoulli-Verteilung ist ein Spezialfall der Binomialverteilung mit n = 1.

Ubung 2. Empirische Verteilung
Sie haben die folgende Urliste:

T = (17 47 27 2a 4a 37 17 27 2a 27 37 47 5a 17 17 27 3a 47 57 5)
Bestimmen Sie:
1. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion und das entsprechende Diagramm.

Wir interpretieren die Werte als Resultat eines Laplace-Experiments, die
Wahrscheinlichkeitsunktion entspricht demnach der relativen einfachen Hau-

figkeit.

171 4 02

212 6 0.3

313 3 0.15

414 4 02

515 3 0.15
20
0.2 x=1
0.3 «x=
0.15 z=

X g

f( > 0.2 T =

015 =5
0 sonst
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0.3

0.2

0.1

0.0

2. Die Verteilungsfunktion und das entsprechende Diagramm.

Die Verteilungsfunktion entspricht der relativen kumulierten Haufigkeit.

il hifi Fi
111 4 02 0.2
212 6 03 05
313 3 0.15 0.65
414 4 0.2 0.8
515 3 015 1.0
20
4
0 <1
0.2 zx=
0.5 x=
F(SL’): 0.6 z=3
0.8 =z =4
0.1 T =
1 r>1
\
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0
1 2 3 4 5

3. Den Erwartungswert.
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111 4 02 0.2
212 6 03 0.6
313 3 015 0.45
414 4 0.2 0.8
515 3 015 0.75

20 2.8

E(zx) = szf(xl) =238

4. Die Varianz.

1| T 96’z'2 hi i $z2f(%’z)
111 1 4 0.2 0.2
212 6 0.3 1.2
313 9 3 0.15 1.35
414 16 4 0.2 3.2
515 25 3 0.15 3.75
20 9.7

0% = E(z*) — (E(x))* = Zxﬁf(ay) — (B(z))?=9.7—28>=1.86

Ubung 3. Theoretische Verteilung

In einem Miinzwurfspiel wird ein Einsatz von 1 CHF erhoben. Es wird dreimal
eine Miinze geworfen. Nach jedem Wurf wird 1 CHF ausgezahlt, wenn ,,Zahl* oben
landet. Die Zufallsvariable X sei der Gewinn des Spielers nach den 3 Wiirfen.

1. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion und die Verteilfunktion von
X und stellen Sie sie grafisch dar.

Hinweis: Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsfunktion schreiben Sie am
besten alle moglichen Ausgénge des Spiels auf und zdhlen dann die Moglich-
keiten mit 0, 1, 2 bzw. 3 Erfolgen.

Ein Spiel besteht also aus drei Wiirfen, jeder Wurf hat zwei mogliche Er-
gebnisse. Damit gibt 2> = 8 mdgliche Ereignisse. Jedes dieser Ereignisse
ist mit einem Gewinn (auch negativ) verbunden. Sie konnen ihren Einsatz
verlieren oder maximal 2 CHF gewinnen (dreimal gewonnen minus Ein-
satz). Aus Spielersicht sind die moglichen Spielausginge (Ereignisse) also
Espieler = {_1/ 07 17 2}
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Wurf1 Wurf2 Wurf3 | F
K K K -1
K K Z 0
K Z K 0
K Z Z 1
Z K K 0
Z K Z 1
Z Z K 1
Z Z Z 2

Im néchsten Schritt sind die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten der Er-
eignisse zu bestimmen. Dabei gehen wir davon aus, dass die Miinze nicht
manipuliert ist, also jedes Ergebnis (Kopf, Zahl) mit der Wahrscheinlichkeit
p = 0.5 eintreten kann. Dann ergibt sich ein Laplace-Experiment und wir
kénnen die Wahrscheinlichkeit einfach bestimmen zu:

x| p
1]1/8
0| 3/8
13/8
2 | 1/8

Damit ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion:

(0.125 2= —1
0.375 x =
flz)=4¢037 x=1
0.125 =2
\0 sonst
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0
1 i} 1 2

2. Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz.

Der Erwartungswert ist:
E(z) =) wif(x;) =05
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Der Erwartungswert kann auch direkt aus dem Diagramm gelesen werden,
da die Funktion symmetrisch ist.

Dia Varianz ist:

0% = E(z?) — (E(x))* = Zasff(xi) — (BE(z))?=1-052=0.75

3. Mit welchem Gewinn kénnen Sie rechnen, wenn Sie das Spiel 800-Mal spie-
len?

800 - E(x) = 400

4. Die Zufallsvariable Y sei der Gewinn des Spielleiters pro Spiel. Bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion und stellen Sie diese grafisch dar.

Aus Sicht des Spielleiters sehen die moglichen Spielausginge (Ereignisse)
etwas anders aus: Egpepeiter = {—2, —1,0,1}. Die weitere Vorgehensweise ist

wie oben.
(0.125 2= -2
0375 z=-1
fly) =037 =0
0.125 z=1
\0 sonst
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0
2 1 0 1

5. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Zufallsvariablen X und Y?

Der Verlust des Spielleiters entspricht dem Gewinn des Spielers:

X=-Y
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6. Wie gross der Erwartungswert und die Varianz von Y?

Der Erwartungswert ist:

E(Y)=-E(X)=-05

Die Varianz bleibt gleich:
0% =0.75

7. Angenommen der Spielleiter merkt, dass er auf lange Sicht nur Verluste hat.
Was geschieht mit dem Erwartungswert und der Varianz von X, wenn der
Einsatz auf 2 CHF bzw. 3 CHF erhéht wird?

Der Erwartungswert verschiebt sich um -1 CHF bzw. -2 CHF auf E(X) =
—0.5 bzw. E(X) = —1.5.

Die Varianz bleibt unverandert:

o? =0.75

8. Welchen Einsatz muss der Spielleiter mindestens nehmen, damit er keinen
Verlust macht?

Fiir den Spielleiter muss E(Y) = 0 sein, d.h. der Einsatz muss 1.5 CHF
betragen.

Ubung 4. Bernoulli- Verteilung

Bei einer Bernoulli-Verteilung auf {0, 1} ist das Ereignis 1 viermal so wahrschein-
lich wie das Ereignis 0. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion, die Ver-
teilungsfunktion, den Erwartungswert sowie die Varianz.

Die Summe der Wahrscheinlichkeit ist 1, damit folgt:
l=p+(l—p)=p+4p=>5p

p=0.2

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist damit:

0.2 =0
flz)=208 x=1
0 sonst

Die Verteilungsfunktion:
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0 x <0
F(X)=¢02 2=0
1 z>1
Der Erwartungswert:
E(z)=p=0.2

Die Varianz:
o> =p(l—p)=02-08=0.16

Ubung 5. Binomialverteilung

Ein Touristikunternehmer bietet in jedem Herbst eine exklusive Kulturreise zu
den Schltssern der Loire an. Die Reise erfolgt mit einem Kleinbus, in dem neun
Touristen Platz haben. Aus langjihriger Erfahrung weiss der Unternehmer, dass
eine jede Buchung in den letzten beiden Tagen mit einer Wahrscheinlichkeit von
5% kurzfristig storniert wird. Der Unternehmer hat wegen der kurzfristigen Stor-
nierungen statt neun Buchungen zehn Buchungen entgegengenommen.

Hinweis: Fiir die Binomialverteilung gibt es Tabellen fiir beliebige n, p und k. Die
Musterlosung deutet die numerische Losung vollstdndigkeitshalber an. Sie konnen
jedocher jederzeit Tabellenwerte verwenden!

1. Welches Uberbelegungsrisiko geht der Unternehmer ein?

Die Wahrscheinlichkeit, dass keiner absagt, und der Unternehmer damit
iiberbucht ist, ist:

~
>
I

e
I

(1—p)" = (1-0.05)"'0=0.599

0.6
0.4

0.2

P(X=x)
°

2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Unternehmer mit 9 Mitreisenden ideal
belegt

Die Wahrscheinlichkeit, dass genau einer absagt, ist:

10
P(X=1)= (Z)pk(l — )k = ( X )0.05 -0.95° = 0.315
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0.6

0.4

P(X=x)

0.2

00 /.

3. Um in der Gewinnzone zu bleiben, miissen mindestens acht Personen mit-
fahren. Wie wahrscheinlich ist es, dass der Unternehmer noch kurzfristig fiir
Ersatzreisende sorgen muss, um nicht in die Verlustzone zu geraten?

Er kommt also in die Verlustzone, wenn mindestens 3 Géste absagen. Die
Wabhrscheinlichkeit, dass mindestens drei absagen, ist:
P=1"(PX=0)+P(X=1)+P(X=2)
=1-—(0.599 4+ 0.315 4 0.075) = 0.011 (1)

0.6

0.4

P(X=x)

0.2

0.0

mit:

- (10
P(X =2)= <”)pk(1 —p)"F = ( ) >0.052 -0.95% = 0.075

4. Mit wie vielen Stornierungen hat er durchschnittlich zu rechnen?

E(z) =np=10-0.056=0.5

Ubung 6. Poissonverteilung

Ein Software-Hersteller hat fiir seine Kunden in Siiddeutschland die Hotline SD
eingerichtet. An Werktagen rufen zwischen 20.00 und 21.00 Uhr durchschnittlich
5 Kunden an. Die Hotline ist so besetzt, dass sie in dieser Zeitspanne 9 Anrufe
entgegennehmen kann.

Hinweis: Fiir die Poissonverteilung gibt es Tabellen fiir beliebige u und k. Die

Musterlosung deutet die numerische Losung vollstdndigkeitshalber an. Sie konnen
jedocher jederzeit Tabellenwerte verwenden!

1. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen 20:00 und 21:00 Uhr drei
Kunden anrufen?
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Es liegt eine Poissonverteilung vor. Mit © = 5 und k£ = 3 ergibt sich die
Wahrscheinlichkeit, dass genau 3 anrufen zu:

0.15

0.10

P(X=x)

0.05

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15
x

2. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Hotline iiberlastet ist?

Die Hotline ist iiberlastet, wenn mehr als 9 anrufen.

En

1 _ — Q)= ] — oM 'u_l_ _ e B E_
P=1-PX<k=9)=1-—¢ T=1-e Zi!_o.osls
=0

P(X=x)
°
3

N
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15
X

3. Bei der Hotline OD fiir die Kunden in Ostdeutschland gehen zwischen 20.00
und 21.00 durchschnittlich 4 Anrufe ein; es kénnen 7 Anrufe entgegengenom-
men werden. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der
beiden Hotlines iiberlastet ist?

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Hotline OD iiberlastet ist, ist:

0.20

0.15

=x)

0.10

P(X

0.05

0.00
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13

x

Wir gehen von unabhingigen Ereignissen A und B aus und berechnen die
Wahrscheinlihckeit, dass beide Hotlines iiberlastet sind, mit dem Additions-
satz:
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P =P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
P = P(A) + P(B) — P(A)P(B)
P =0.0318 + 0.0511 — 0.0318 - 0.0511 = 0.0813

4. Kann durch eine Zusammenlegung der beiden Hotlines die Wahrscheinlich-
keit der Uberlastung gesenkt werden?

Durch die Eigenschaft der Reproduktivitit der Poissonverteilung addieren
sich die Ankunftsraten zur neuen Ankunftsrate p =544 = 9.

Mit nun k£ =9 + 7 = 16 Servicekriften betragt die Wahrscheinlichkeit einer
Uberlastung;:

koo 16
P=1-P(X<k=16)=1-¢*Y L o1-c) 9?—':0.0111
1. 1.
1=0 i=0

0.10
0.05
0.00 .

O 2 B 6 % A AL Ak A® A® ® 2
X

P(X=x)

Durch die Zusammenlegung kann die Wahrscheinlichkeit einer Uberlastung
deutlich von 8.13% auf 1.11% gesenkt werden. Dieser Effekt wird auch Biin-
delungsgewinn bezeichnet.
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Zusatzaufgaben

Ubung 7. Empirische Verteilung
Sie haben die folgende Wahrscheinlichkeitsfunktion einer empirischen Verteilung:

1. Schitzen Sie den Erwartungswert.

Aus dem Diagramm schiitzen wir die mittlere Wahrscheinlichkeit auf f ~ 0.1
und approximieren damit den Erwartungswert:

016

014

0.12 A

0.10 NEas-paa- SESE - === JEEE ~ - - -~ ===~ poo- SEE ===

fx)

0.08 4 === f=01

0.06
0.04 4

0.02 1

0.00

2. Berechnen Sie den Erwartungswert ausgehend von der folgenden Urlist:

z; = (5,6,8,10,1,2,9,10,3,4,9,5,3,9,3,5,7,
6,1,1,9,8,9,6,9,4,5,8,2,4,2,5, 10,2,
4,5,10,3,6,3,1,8,1,3,5,5,2,10,8, 10)
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( r;  hy i T f;
1 1 5 0.10 0.10
2 2 5 0.10 0.20
3 3 6 0.12 0.36
4 4 4 0.08 0.32
5) 5) 8§ 0.16 0.80
6 6 4 0.08 0.48
7 7 1 0.02 0.14
8 8 5 0.10 0.80
9 9 6 0.12 1.08
1010 6 0.12 1.20

50 5.45

E(z) = Zfo(xl) = 5.48

1

Ubung 8. Hypergeometrische Verteilung

In einer fritheren Aufgabe haben Sie die Wahrscheinlichkeit berechnet, beim Schwei-
zer Lotto (6 aus 42) 3 Richtige zu ziehen. Das Ziehen von Lottozahlen folgt der
hypergeometrischen Verteilung: Aus einer Menge von N Elementen, davon M giin-
stige Elemente und N — M ungiinstige Elemente, wird eine Stichprobe der Grosse n
ohne zuriicklegen gezogen. Die Wahrscheinlichkeit, dass dabei k giinstige Elemente
gezogen werden, ist:

P(X:k;):M

()

Dementsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, k& = 3 Richtige von insgesamt M = 6
Richtigen bei n = 6 Zahlen aus insgesamt N = 42 Zahlen zu ziehen:

P(X =3) = 6)s) 0.027

2
(s)
Sie haben die folgende Tabelle fiir N =42, M = 6 und n = 6:

P(k)

3.7-1071
4.3-1071
1.7-1071
2.7-1072
1.8-1073
42-.107°
1.9-1077

SO W N~ O
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0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0 o —

1. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens 3 Richtige zu ziehen?

P(X=x)

P(3<X<6)=) P(i)=29-10"

i=3
2. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, maximal 5 Richtige zu ziehen?

PO< X <5)=1-P(6)=29-10"% = 0.99999981 ~ 1

3. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, mindestens 1, aber maximal 3 Richtige
zu ziehen?

Ubung 9. Binomialverteilung

Ein Gliicksrad ist in 9 gleichgrosse Abschnitte eingeteilt, die mit den Zahlen 1 bis
9 durchnummeriert sind.

Hinweis: Fiir die Binomialverteilung gibt es Tabellen fiir beliebige n, p und k. Die
Musterlosung deutet die numerische Losung vollstdndigkeitshalber an. Sie konnen
jedoch jederzeit Tabellenwerte verwenden!

1. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei siebenmaligem Drehen das
Rad zweimal im Feld 8 stehen bleibt?

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Rad auf Feld 8 stehen bleibt ist p = 1/9.
Das Rad wird siebenmal gedreht, damit ist n = 7. Bei jeder Drehung kann
das Feld 8 getroffen werden.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Feld 8 genau 2 mal getroffen
wird, das heisst es muss genau 2 mal getroffen werden und 7 mal nicht, es
gibt ferner (;) Moglichkeiten das Feld 8 zu treffen.

Damit wird die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung gegeben:

P(X =2) = <Z>pk(1 — )k = (;) <%>2 (1 - %)5 = 0.144
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P(X=x)

2. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei siebenmaligem Drehen das
Rad viermal in einem Feld mit einer graden Nummer stehen bleibt?

Auch hier handelt sich um eine Binomialverteilung. Die Wahrscheinlichkeit,
dass das Rad auf einem bestimmten Feld stehen bleibt, dndert sich von
Drehen zu Drehen nicht, die Ergebnisse der Drehungen sind unabhéngig.

Das beschriebene Gliicksrad hat 4 Felder mit graden Nummern, die Wahr-
scheinlichkeit, dass es beim einmaligen Drehen auf einem Feld mit einer gra-
den Nummer stehen bleibt, ist somit p = 4/9. Aufgrund des siebenmaligen
Drehens ist n = 7, gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fiir k£ = 4:

P(X=x)

o~ Qo () € (-3) v

0.3

0.2

0.1

0.0

Ubung 10. Poissonverteilung
An einer Kreuzung kommt es pro Jahr zu durchschnittlich 2 Autounfille.

Wir haben mit der Angabe der Rate eine diskrete Verteilung vorliegen. Wir konnen
weiterhin annehmen, dass die Anzahl aller Autos, die diese Kreuzung passieren
sehr gross und die Wahrscheinlichkeit eines Unfalls klein ist. Damit diirfen wir diese
Situation durch eine Poissonverteilung beschreiben mit der Rate p = 2 Unfillen

pro Jahr.

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass es dieses Jahr

1. zu keinem Unfall kommt,

P(X=x)

0.3

0.2

0.1

0.0
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2. zu vier Unféllen kommt,

0.3

0.2

P(X=x)

0.1

0.0

3. zu weniger als drei Unfillen kommt.

P(X<3)=PX=0+P(X=1)+P(X=2)
20 9t 2
= a@ ﬂe + ge
= 0.135 + 0.271 + 0.271 = 0.677 2)

+

0.3

0.2

P(X=x)

0.1

0.0
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