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) Berechnung von Kunststoffkonstruktionen

Dehnungsbezogene Auslegung
bei Schub und Torsion

Die dehnungsbezogene Auslegung von schub- oder torsionsbeanspruchten Kunststoffteilen (Bild 1) erfordert die
Kenntnis der Zusammenhdnge zwischen den aus Normal- und Schubspannungen resultierenden Verformungen
und den Werkstoffeigenschaften. Im vorliegenden Beitrag werden anhand dieser Gesetzmdssigkeiten die rele-
vanten Beziehungen fir die Konstruktionspraxis herausgearbeitet.

Bild 1: Torsion ist die Hauptbeanspruchung
von Schraubenfedern: LeeP-Kunststofffedern
von Lee Springs, hergestellt aus dem PE/
Ultem von Sabic Innovation Plastics.

) Prof. Johannes Kunz'

Bei der Auslegung von Bauteilen ist si-
cherzustellen, dass das Bauteil seine
Funktion erfallt und moglichst wirtschaft-
lich hergestellt werden kann. Im Mittel-
punkt steht das komplexe Zusammen-
spiel von Beanspruchung, Beuteilgeo-
metrie und Werkstoff unter Bertcksichti-
gung der Einflisse von Umwelt und Ferti-
gung. Der Konstrukteur bedient sich da-
bei verschiedener Hilfsmittel, u.a. auch
solcher, die das mechanische Verhalten
des Bauteils unter der Beanspruchung si-
mulieren. Werkstoffseitig geht es insbe-
sondere um das Erkennen moglicher Ver-
sagensmechanismen und deren Vermei-
dung. Stltzt man sich als Kriterium hierfar
auf kritische Dehnungen ab, so stellt sich
die Frage, wie dies bei Beanspruchungen
moglich ist, die wie Schub oder Torsion

" Prof. Dipl.-Ing. Johannes Kunz, Institut fir
Werkstofftechnik und Kunststoffverarbeitung
(IWK) an der HSR Hochschule fir Technik
Rapperswil, Dozent fir Berechnen und Ge-
stalten von Kunststoffteilen im MAS-Studi-
engang Kunststofftechnik an der Hochschu-
le fur Technik der FH Nordwestschweiz.
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primdr Schubspannungen und entspre-
chende Verformungen bewirken.

Dass eine Auslegung auf der Grundlage
kritischer Verformungen dem werkstoff-
mechanischen Verhalten der Kunststoffe
besser entspricht als die herkdmmliche,
spannungsbezogene  Betrachtungsweise
und auch sonst mancherlei Vorteile bietet,
wurde schon um 1970 erkannt und publik
gemacht [1]. Sie hat sich in der Praxis bes-
tens bewéhrt und ist geeignet, konse-
quent angewendet zu werden [2, 3].

Die dehnungsbezogene Auslegung geht
davon aus, dass bei Erreichen einer be-
stimmten Dehnungsgrésse im Werkstoff
unabhéngig vom Spannungszustand ein
Versagensmechanismus ausgelost wird,
der durch eben diese Auslegung vermie-
den werden soll. Grundsétzlich sind bei
statischer oder quasistatischer Belastung
drei Versagenskriterien zu unterscheiden:
Rissbildung im Mikrobereich, Verstreckung
oder Bruch, die im Spannungs-Dehnungs-
diagramm durch entsprechende Span-
nungs- oder Dehnungsgrenzwerte zum
Ausdruck kommen (Bild 2).

Versagenskriterien

Beim Bruchversagen ist die Bruchdeh-
nung &5 der massgebende Kennwert, der
allenfalls bei Kunststoffen mit sprodem
Verhalten als Versagenskriterium beigezo-
gen werden kann. Die Verstreckung, ab
der die Verformung ohne Anstieg der
nominellen Spannung bei zunehmender
Querschnittseinschniirung grosse Ausmas-
se annehmen kann, ist eine Versagens-
form bei Werkstoffen mit zéhem Verhal-
ten. Sie wird durch die Streckdehnung e,
charakterisiert. Fr die Gréssen von Bruch-
und Streckdehnung sei an dieser Stelle
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Bild 2: Versagensverhalten: Spannungs-Deh-
nungs-Diagramme aus dem Zugversuch
(schematisch):

1: Sprédes Verhalten mit Trennbruch; 2: Zd-
hes Verhalten mit Verstreckung und Ver-
formungsbruch; F: Rissbildung (Fliesszonen,
Crazes, Mikrorisse); Y: Verstreckung, B: Bruch

auf die bekannten Werkstoffdatenbanken
[4, 5] verwiesen.

Das Versagenskriterium Rissbildung ist das
strengste. Es erfasst die Tatsache, dass bei
allen Kunststoffen weit unterhalb von
Streckdehnung oder Bruchdehnung irre-
versible Verformungen auftreten, die auf
Vorgénge im Mikrobereich wie Crazebil-
dung oder Mikrorissbildung zurtickzufih-
ren sind und zunehmende Nichtlinearité-
ten im Spannungs-Dehnungs-Verhalten
und bei transparenten Kunststoffen eine
Trubung bewirken. Die diesen Vorgéngen
zugeordneten makroskopischen Dehnun-
gen, in der Fachwelt als Fliessdehnung e,
bekannt, nehmen bei langerer Belastungs-
dauer einen von Spannungszustand, Tem-
peratur und andern Einfliissen weitgehend
unabhéngigen Grenzwert an, der als Fliess-
grenzdehnung e, oder kritische Dehnung
g, bezeichnet wird (Bild 3). Dieser weist
eine fur die einzelnen Werkstoffgruppen



Bild: IWK; nach Menges

typische Gréssenordnung auf (Tab. 1). De-
ren messtechnische Bestimmung, die sich
nicht ganz einfach gestaltet, ist in jungerer
Zeit wieder Gegenstand der Forschung [6].

Verformungsbedingung

Bei der dehnungsbezogenen Auslegung
handelt es sich also darum, unter den im
Bauteil auftretenden Hauptdehnungen ¢,
g, €, die grésste positive Dehnung ¢, zU
ermitteln und in der Verformungsbedin-

gung
Cc
Emax = Max (e, &,83) < &5y = SG-E (-[)

der als zuléssig festgelegten Dehnung ¢,
gegenuberzustellen. Der Dehnungs-Grenz-
wert g, steht darin fir die Dehnung bei
Eintreten des als massgebend betrachte-
ten Versagensmechanismus im einachsi-
gen Spannungszustand in der Werkstoff-
prafung. Mit dem Einflussfaktor C kénnen
allféllige Einflusse auf den Dehnungs-
Grenzwert beriicksichtigt werden, wenn
die Anwendungsbedingungen von jenen
der Werkstoffprifung merklich abweichen.
Der Sicherheitsfaktor <1 gewahrleistet,
dass im Betrieb der Dehnungs-Grenzwert
nicht erreicht wird, dass also ein Versagen
mit hinreichender Sicherheit ausgeschlos-
sen werden kann.

Die maximale Dehnung tritt stets in Rich-
tung der absolut grossten Hauptspannung
auf. Werden die Hauptspannungen ge-
maéss o, = 0, = o; nummeriert, so gilt also
auch g,>¢,>¢;, Man beachte dabei,
dass Null grésser ist als jeder negative
Wert, dass also im hydrostatischen Span-
nungszustand (allseitig gleicher Druck)

Kunststoffgruppe ‘ g0 [%]
Thermoplaste, amorph

- ungefllt 06+ 1,0
- gefiillt 03+05
Thermoplaste, teilkristallin, steif

- ungefillt 2,0 +4,0
- gefillt 1,0 + 2,0
Thermoplaste, teilkristallin, weich

- ungefllt 3,0+6,0
- gefiillt 2,030
Thermoplaste, glasmattenverstarkt | 0,2 + 0,7
Elastomere, gefiillt =~ 5,0
Duroplaste

- unverstarkt 01+0.2
- UD-verstarkt 0,05+ 0,2

Tabelle 1: Gréssenordnung der Fliessgrenz-
dehnung bei verschiedenen Kunststoffgrup-

pen [2].

keine positive Dehnung auftritt und damit
die Verformungsbedingung kein adédqua-
tes Kriterium darstellt. Dieses Vorgehen
entspricht der Anwendung der Grosstdeh-
nungs-Hypothese zur Umrechnung eines
mehrachsigen Spannungszustandes in ei-
nen einachsigen Vergleichsspannungszu-
stand [7]. Bei Anwendung der Finite Ele-
mente Methode (FEM) ist demnach die
grosste  Hauptdehnung  (Principal Total
Strain Max) auszuwerten und nicht etwa
eine Vergleichsspannung wie jene nach
von Mises (Equivalent von Mises Stress),
welche auf der Gestalténderungsener-
gie-Hypothese beruht.

Reiner Schub

Die Beanspruchungen auf Schub und Tor-
sion sind vom Spannungszustand her nicht
zu unterscheiden, da beide zu Schub-

€ E(t) { Temperatur
Spannungszustand
Umgebungseinfliisse
irreversible
Verformungen

Erl——

reversible
Verformungen

0

t

Bild 3: Dehngrenzen als Auslegungskriterien fur statische und schwingende Belastungen:
Einflisse auf die Grenze zwischen reversiblen und irreversiblen Verformungen (schematisch

e Fliessdehnung, e, Fliessgrenzdehnung

KUNSTSTOFF)XTRA

1 &

.
45°
T i

(=7

Bild: IWK

] it
7 5

Bild 4: Zustand reinen Schubes: Abbildung
im o,7-Koordinatensystem (Mohrscher Span-
nungskreis) mit angedeuteter Mikrorissbil-
dung senkrecht zur gréssten Normalspan-
nung.

spannungen fuhren. Dieser Zustand rei-
nen Schubes wird im o,7-Koordinatensys-
tem als Mohrscher Kreis [8] mit Zentrum
im Nullpunkt abgebildet (Bild 4). Daraus
geht hervor, dass die Drehung der unter
Schubspannung t,,,, stehenden Schnittflé-
chen um 45° zu Ebenen fiihrt, an denen
die Hauptspannungen o, und o, wirken,
und es gilt

01 = =02 = Tnax (2)

Mit o, als dem positiven Spannungswert
kann unter Verwendung des Verallgemei-
nerten Hookeschen Gesetzes [9, S. C 31]
aus der Verformungsbedingung (1) die Be-
ziehung

1 1+ 1
Emax = &1 = E—C'(Jl—ll‘(fz): T fmx =3

entwickelt werden. Darin bedeuten E. G,
und u der Kriechmodul, der Schubmodul
und die Poisson- oder Querkontraktions-
zahl des als isotrop betrachteten Werk-
stoffs; sie sind miteinander verkntpft durch

Ec

“Sraen ®

Diese Steifigkeits-Kennwerte sind je nach
Anwendungsbedingungen von Fall zu Fall
in Abhéngigkeit von Belastungszeit und
Temperatur zu bestimmen [10, 11].

Scherung

Ein Sonderfall der Schubbeanspruchung
stellt die Scherung oder Abscherung dar,
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Bild 5: Scherung: Schubspannungsverteilung
im auf Scherung beanspruchten Querschnitt
mit Schubverteilungsfaktor k.

bei der die dusseren Krafte (Aktion und
Reaktion) in der Schnittebene auftreten
und, da ihre Wirkungslinien praktisch zu-
sammenfallen (Bild 5), kein Biegemo-
ment hervorrufen. Im einfachsten Fall ist
die Schubspannung z, im ganzen Quer-
schnitt gleich und entspricht dem Quoti-
enten aus Kraft F und Querschnittsflache
A. Bei ungleicher Verteilung Ubersteigt
das Spannungsmaximum zg den Nenn-
wert 7, =F/A, was durch den Schubver-
teilungsfaktor

TS

k:—:
Ty F

®)

ausgedrtickt werden kann. Bei Uberall
gleicher Spannung ist k = 1, bei linearer
Verteilung in Dreiecksform wird k=2
und bei parabolischem Verlauf gilt k = 3.
Reale Spannungstiberhéhungen kénnen,
je nach lokaler Bauteilgeometrie, Kerbef-
fekten und Krafteinleitung, auch deutlich
hoher sein (Bild 6).

Die maximale Dehnung ist somit unter
Anwendung von (3) bestimmt durch

1+u F
E—C'k'ZSSZul

6

11, 1 F o
= e

und die Kraft F unterliegt der Bedingung

1 E--A
F< 'GC'A'gzulzz'lcT#' (7)

Ezul

=N

Torsion

Bei Torsion bestimmt sich die maximale
Schubspannung z, bekanntlich als Quoti-
ent von Torsionsmoment M, und Torsions-
widerstandsmoment W,. Dieses Torsions-
widerstandsmoment entspricht bei rotati-
onssymmetrischen Querschnitten dem
polaren Widerstandsmoment W,. Bei be-
liebigen Querschnittsformen ist es, wie
Ubrigens auch das Torsionstragheitsmo-
ment I, nicht elementar bestimmbar,
kann jedoch einschlagigen Tabellenwer-
ken und Handblchern entnommen wer-
den [9, S. C 27 ff.]. Am Ort der grossten
Schubspannung wirkt auch die maximale
Dehnung

1 7

1
2 Go 2

M,
Ge W,

1+ Mt
EC W = gzu[ (8)

Emax =

Hieraus ergibt sich fur das Torsionsmo-
ment die Begrenzung

Ec- W,

MtSZ'GC'Wt'gzulzm

" Ezul (9)
Auch der Verdrehwinkel ¢ der zwei um
die Stablénge I auseinanderliegenden Stirn-
flachen ist durch die zuldssige Dehnung
limitiert gemadss

M; -1 W; -1
t <2't—'€zul

- 10
G-Iy — Iy ( )

welch letztere Bedingung fur kreiszylindri-
sche Stébe des Aussendurchmessers d
vereinfacht werden kann zu

an

l
¢S4'E'Ezul

Torsion und Biegung

Wenn sich Torsion und Biegung uberla-
gern, was oft der Fall ist, so tberlagern
sich auch die zugehédrigen Verteilungen
von Schub- und Normalspannungen zu
einem zweiachsigen Spannungszustand.
Treten die Spannungsmaxima t,= M,/W,
bzw. 6,= M,/W, im selben Punkt der
Querschnittsperipherie auf, so z.B. bei ro-
tationssymmetrischem Querschnitt, ergibt
sich fur die grosste Dehnung die Bezie-
hung
T,\2

b '[1—ﬂ+(1+u)- 1+4-(G—:) ]Sszu,

0y
Emax =
2 E

(12)

Etwas komplizierter wird die Sache, wenn
die beiden Spannungshochstwerte in
verschiedenen Punkten des Querschnitts-
randes auftreten, wie dies bei beliebigen
Querschnittsformen der Fall sein kann. So
sind bei rechteckigen Querschnitten
(Bild 7) die Ecken schubspannungsfrei,
und in den jeweiligen Seitenmitten liegen
relative Extremwerte vor. Das absolute
Maximum z,= M,/W, tritt in der Mitte der
léngeren Seite auf. Wenn die Biegeachse
(neutrale Achse) parallel dazu verlduft
(Bild 7a), ist an diesem Ort auch die Nor-
malspannung maximal, und die grosste

Last F =2'000 M

fixe Lagering

auf Scherung beanspruchter Querschnitt

_— starrer Kdrper a) ‘b)
/___7 reibungsfreie Lagerung 1 ( TO-I'}! T; )
Schubspannungsvedauf (Nmm?) 1 ( O-D’ z-f ) 1 h
= 2(z~+ + # Z(TL_#_AF_
|
LY |
a 10 20 30 40 50 ?
. Z}’ _— Tr Biegeachse b

Bild 6: Spannungsverlauf im scherbeanspruchten Querschnitt mit
Nennspannung 10 N/mm?, ermittelt mit einer FEM-Analyse.
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Bild 7: Auf Torsion und Biegung beanspruchter Rechteckquerschnitt:
Punkte extremer Spannungswerte.

Bild: IWK
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Bild 8: Querkraftbiegung: Verteilung der Normal- und der Schubspannung im auf Biegung

und Schub beanspruchten Querschnitt.

Dehnung ist durch Gleichung (12) be-
stimmt.

Verlduft die Biegeachse jedoch parallel zur
kirzeren Rechteckseite (Bild 7b), so tber-
lagert sich in deren Mitte (Punkt 1) nur
das relative Schubspannungsmaximum
Te=c7¢ (13)
mit der grossten Normalspannung o,. Der
Faktor c ist eine Funktion des Seitenver-
héltnisses n=h/b=>1, [9, S. C 27] be-
schreibbar in der Form

c=1-0257[1—exp(-1,6-(n—1))] (14)

Fur die grosste Dehnung in diesem Punkt
1 gilt nun

Ip
Emax1 = 2°E.
¢

1-u+QQ+p- 1+4-<c-;)2]S£zuz
b
(15)

Je nach den Grossen von u, ¢ und t,/0,
kann die absolut grosste Dehnung aber
auch in der Mitte der léngeren Seite auf
der neutralen Biegeachse im Punkt 2 auf-
treten und entsprechend (8) den Wert

1+pu

(16)

Emax,2 = T S €

Cc

annehmen. Somit sind im Zweifelsfall si-
cherheitshalber beide Formeln (15) und
(16) auszuwerten.

Biegung und Schub

Die Kombination von Biegung und Schub,
wie sie bei Querkraftbiegung und damit
relativ haufig auftritt, ist an dieser Stelle
nicht relevant, weil am Ort des Maxi-
mums der einen Spannung die jeweils

andere Spannung null ist (Bild 8). In aller
Regel liegt die grésste Dehnung in der
Randfaser des Querschnitts vor, hervorge-
rufen durch die grésste Normalspannung
0,. Dass die grosste Dehnung an der Stel-
le des Schubspannungsmaximums auf
der neutralen Achse auftritt, ist die Aus-
nahme, und zwar nur bei sehr kurzen
Biegetrdgern, bei denen der Abstand zwi-
schen der Kraftwirkungslinie und dem be-
trachteten Querschnitt weniger als etwa
ein Drittel der Querschnittshéhe betrégt.
In diesem wenig realistischen Fall wére
die Bedingung (6) massgebend.

Schlussbetrachtung

Auch wenn die Auslegung von Kunst-
stoffteilen in der Praxis kaum mehr auf-
grund analytischer Berechnungen allein
erfolgt, da sich deren Anwendung auf
einfache Bauteilgeometrien beschrankt,
so ist gerade auch beim Einsatz von Si-
mulationstools fur die numerische Struk-
turanalyse komplexerer Konstruktionen
die Kenntnis der grundlegenden Gesetze
der Bauteilauslegung unerldsslich.

Bei Kunststoffteilen empfiehlt sich in
den meisten Fallen eine dehnungsbezo-
gene Betrachtungsweise, denn sie ist
werkstoffmechanisch relevant und ein-
fach anwendbar. Dies gilt auch bei Bean-
spruchungen wie Schub und Torsion, die
zu Schubspannungen fuhren. Die hier
aufgezeigten Losungen fur die Bestim-
mung der maximalen Dehnung unter
Schub basieren auf der Theorie des
Spannungs- und Verformungszustandes,
mit der auch linear-viskoelastisches Werk-
stoffverhalten erfasst wird. Sie lassen
sich sowohl fur erste Handrechnungen
als auch fur Referenzrechnungen bei der

KUNSTSTOFF)XTRA

Struktursimulation komplexerer Bauteile
verwenden.
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