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KONSTRUKTION W

Knicken unter der Wirkung

Carbon-Pfeil beim BogenschieBen:

Massenkréfte infolge hoher axialer

Beschleunigung konnen bei schlanken _‘"

Staben zum Knicken fiihren

(Bild: www.kemmeribodenbad.ch)

Auslegung. Knicken
von stabformigen Bau-
teilpartien unter Druck-
beanspruchung ist ein
mitentscheidendes Kri-
terium bei der Ausle-
gung von Kunststoff-
konstruktionen, da
thermoplastische

Kunststoffe wegen ihrer

vergleichsweise geringen Steifigkeit schon bei relativ kleinen Schlankheitsgraden

zu einem Eulerschen Knickverhalten fiihren [1, 2]. Axial wirkende Massenkrdfte ver-

mindern die Stabilitatsgrenze [3], weshalb es angezeigt ist, die Zusammenhange

genauer zu betrachten.

JOHANNES KUNZ

ie Eulersche Theorie des Knickens
D von Stiben unter der Wirkung

axialer Krifte an den Enden des
Stabs [4] basiert auf einer Biegetheorie
2. Ordnung. Sie setzt ideale Verhiltnisse
voraus: Die Achse des zylindrischen Stabs
ist gerade, der Querschnitt ist konstant,
die axial ausgerichteten Druckkrifte F
wirken zentral, also im Schwerpunkt der
Querschnittsfliche am Stabende, die
Massenkrifte werden als unbedeutend
vernachlissigt, die geometrischen Rand-
bedingungen sind vollkommen erfullt,
und das Material verformt sich unter Last
linear-elastisch bzw. linear-viskoelastisch.
Wichtigstes Ergebnis dieser Eulerschen
Theorie ist die kleinste Kraft, unter der
das stabile Gleichgewicht der axialen
Druckkrifte instabil wird. Diese kritische
Kraft bzw. Knickkraft ist bestimmt durch
die Beziehung
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(D).

Darin sind E der Elastizititsmodul, I das
fir das Knicken mafigebende axiale
Flichentrigheitsmoment des Stabquer-
schnitts, / die Stablinge und k ein Zahlen-
faktor fur die Erfiillung der Randbedin-
gungen, der also die Wirkung der Lage-
rung ausdriickt. Die kombinatorische Va-
riation der moglichen Randbedingungen
fithrt zu den Knickfillen 1 bis 5 (Bild 1) [2].
Bei Kunststoffen ist die Tatsache zu be-
achten, dass die Knickkraft (Gleichung 1)
mit dem Kriechmodul Ec anstelle des
Elastizititsmoduls E zu bestimmen ist.
Unter E soll im Folgenden je nach Gege-
benheit der Elastizitits- oder der
Kriechmodul verstanden werden. Da die-
ser mit zunehmender Belastungszeit ¢ ab-
nimmt, sinkt damit auch die Knickkraft
bzw. steigt das Risiko des Knickens.
Dagegen ist die kritische Stauchung
o K FK
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also die auf die Stablinge I bezogene Ver-
kiirzung des Stabs beim Knicken, allein
von der Geometrie bestimmt und somit
werkstoffunabhingig [1]. Kennzahl fiir
die knickrelevante Geometrie des Stabs
ist dabei der in Gleichung 2 enthaltene
sog. Schlankheitsgrad

_L4 3.

Wirkung axialer Massenkrafte

Wenn zusitzlich zur Einzellast, die an den
Stabenden wirkt, noch eine erhebliche
axiale Massenkraft m+a auftritt (Bild 2),
sind die Ergebnisse (Gleichungen 1 und
2) der Eulerschen Theorie nicht mehr an-
wendbar. Solche Massenkrifte konnen et-
wa bei hohen axialen Beschleunigungen
auftreten oder in Form des Eigengewichts
bei schlanken, vertikal ausgerichteten Sti-
ben, z.B. bei Masten.

Bei konstantem Querschnitt ist die
Massenkraft gleichmifig tiber die Stab-
lange I verteilt. Die mathematische For-
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Fall 1 2 3 4 5 6 7

k 4,0 1,0 0,25 2,05 1,0 0,25 2,05
¢ 7.72 1,92 0,795 542 1,88 0,352 3,09
C 0,93 0,92 2,18 1,65 0,88 0,408 0,51
Ref. [3, 4] (3, 4, 6] [3.4,5] | [3,4] [3.4] | [3.4,6] | [3.4]

Bild 1. Knickfalle und zugehdrige Konstanten k, ¢; und c; (Quelle der Grafiken: IWK)

mulierung dieser Problemstellung fihrt
auf Besselsche Differenzialgleichungen,
die nicht geschlossen l6sbar sind und des-
halb einer numerischen Losung bediirfen
[3]. Die kombinatorische Variation der
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Bild 2. Axiale Krafte am Druckstab: Einzelkraft F
und Massenkraft mea
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Randbedingungen ergibt nebst den finf
Eulerschen Knickfillen zwei weitere
(Bild 2). Die Fille 6 und 7 entsprechen den
Fallen 3 bzw. 4, jedoch mit vertauschten
Randbedingungen. Diese Unterschei-
dung wird bei Wegfall der Massenkraft
bedeutungslos.

Die Losungen lassen sich analog zur
Eulerschen Knickkraft (Gleichung 1) in
der allgemeinen Form

c ~1t2‘E.I

F. =
0K lz (4)

I+c, F
darstellen. F ist hier die Summe aus der
Einzelkraft F am gegeniiberliegenden
Stabende und der Massenkraft m-a. Fog
ist die Knicklast, also die kritische Grofle
der Kraft Fy bei Erreichen der Stabilitts-
grenze. Sie wird von den Konstanten ¢,
und ¢, die von den Randbedingungen ab-
hingen (Bild 2), sowie dem Kraftverhiltnis
F/F, beeinflusst. Bei Erreichen von Fyg
wird das Kriftegleichgewicht instabil,
d.h. die Zuordnung der Stabkraft zur
Stabverformung ist nicht mehr ein- >

Bild 3. Auslenkung y
der Stabachse in
Funktion der Axial-
kraft Fy und zugeord-

labil

indifferent

nete Gleichgewichts-
arten (Gleichge-
wichtsverzweigung)
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Bild 4. Dimensions-
loses, werkstoffunah-
hangiges Knickdia-
gramm: Knickfall 3
als Beispiel

10 100
Schlankheitsgrad A

deutig, denn auch eine leicht ausgelenk-
te Stabachse kann eine Gleichgewichtsla-
ge sein (Bild 3). Fiir Krifte Fy < Fox ist das
Gleichgewicht stabil, und die Stabverfor-
mung besteht aus einer Stauchung.

Gleichung 4 ist eine Naherung, aller-
dings eine sehr gute mit einer maximalen
Abweichung von weniger als 2 %. Sie gilt
mit etwas geringerer Genauigkeit selbst
dann, wenn die Kraft F auf Zug wirkt, so-
fern sie den Betrag von 0,2+Fp nicht iiber-
schreitet und als negative Grofle einge-
setzt wird [3], also in den Grenzen (-0,2
< F/F,< 1),

Die kritische Stauchung bei x = 0, ana-
log zu Gleichung 2 berechnet aus Glei-
chung 4, ist nun

¢ , 1

€ox = [V 3
l4e,- £ 14 (5).
F

0

Darin zeigt sich eine Abhingigkeit von
den axialen Massenkriften, ausgedriickt
im Kraftverhiltnis F/F,. Gezielte Umfor-
mungen mit Einbau des Schlankheits-
grads (Gleichung 3) fithren zur Gleichung
. l+¢, =w°
0K — 2
l4e, L 2 (6).
FO
Dieser Zusammenhang kann in Form des
von Menges und Gaube eingefiihrten di-
mensionslosen, werkstoffunabhidngigen
Knickdiagramms [1] dargestellt werden.
Eristindessen nicht mehr allein durch die
Geometrie bestimmt, sondern vom
Knickfall und vom Kraftverhiltnis F/F,
abhingig (Bild 4).
Fiir eine Auslegungsrechnung kann
auch die durchschnittliche Stauchung
beim Knicken hilfreich sein. Sie ergibt
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sich durch Mittelung tiber die Stabldn-
ge zu

- 1
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Daraus kann Alg = &g+l als Stabverkiir-
zung beim Knicken sehr einfach berech-
net werden.

Die Beziehungen (Gleichungen 4 bis 7)
gehen bei Wegfall der Massenkraft in die
Gleichungen der Eulerschen Theorie
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iiber, stellen also deren Verallgemeine-
rung dar.

Stabilitat und Sicherheit

Bei der Auslegung knickgefihrdeter
Konstruktionselemente geht es zumeist
darum, eine ausreichende Stabilitit si-
cherzustellen, also Knicken zu vermeiden.
Hierzu bedient man sich der Stabilitits-
bedingung

C
F,<F,  =F, —=
0 0zul 0K SK
:#F.nz.E;IL (8)
l+c, — S

0

mit der Knickkraft Fox gemifl (Glei-
chung 4). Mit dem Einflussfaktor C kon-
nen Imperfektionen berticksichtigt wer-
den, also Abweichungen von den ideal er-
fiillten Voraussetzungen, wie vorgeboge-
ne Stabachse, nachgiebige Lagerung,
exzentrischer oder nichtaxialer Lastan-
griff sowie nichtlineares Verformungsver-
halten des Werkstoffs. In diesem Zusam-
menhang hat sich fiir beliebige Schlank-
heitsgrade C = 0,65 als probate Groflen-
ordnung erwiesen [2]. Die Sicherheit Sk
kann je nach Problemstellung im Bereich
zwischen 1,8 bis 5 liegen, wobei die nied-
rigeren Werte eher bei axial bewegten Tei-
len Anwendung finden, wenn die Mas-
senkrifte moglichst gering sein sollen.

Sehne gespannt o
g Schusslinie
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Bild 5. BogenschieBen: Instabiles Verhalten des Pfeils beim Abschuss und daraus
resultierende Biegeschwingungen [nach Leach, M.: Pfeile und Pfeilflug beim BogenschieBen,

z.B. bei www.vsgstapelfeld.de]
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Knicken ist nicht generell gleichbedeu-
tend mit einem Bauteilversagen. Der
Ubergang vom stabilen zum instabilen
Gleichgewicht kann aber auch fur be-
stimmte Effekte gezielt ausgeniitzt wer-
den, so etwa zur Erzeugung spezieller
Kennlinien bei sog. Knickfedern. Dann
wird in Gleichung 8 bewusst die Gleich-
heit Fy = Fog = p*g*A-lx angestrebt, allen-
falls sogar Fy > Fok. In diesem Fall ist wei-
terhin Gleichgewicht moglich, allerdings
wird es dann indifferent bzw. labil (Bild 3).
Eine interessante Beobachtung dieses Ef-
fekts zeigt das Verhalten der Pfeile beim
Bogenschiefen in der Beschleunigungs-
phase (Titelbild). Die dabei auftretende Bie-
gung fihrtzu einer Schwingung des Pfeils
wihrend des Flugs (Bild 5). So wird bei-
spielsweise bei einem Carbon-Pfeil von
der Gesamtmasse m = 24,5 g (Pfeilschaft
und Spitze) und einem Spinewert 300
entsprechend einer Biegesteifigkeit E-I =
5,1:10° N/mm? bei einer durchaus realis-
tischen Beschleunigung a= 7000 m/s? 8]
unter den damit verbundenen hohen
Massenkriften praktisch dessen Stabi-
litatsgrenze erreicht bzw. sogar leicht
iiberschritten. Diese Tatsache liefert eine
einleuchtende Erklarung fur die geschil-
derte, in Bogensportkreisen ,,Pfeilparado-
xon“ genannte Erscheinung.

Knicklange

Wenn ein vertikal aufgerichteter, am un-
teren Ende eingespannter Stab (Knick-
fall 3, Bild 1) allein durch seine Gewichts-
kraft belastet wird, so wird seine mogli-
che Lange durch die Stabilititsbedingung
(Gleichung 8) begrenzt, andernfalls
knickt er weg. Die fiir diesen Grenzfall
definierte sog. Knicklinge ergibt sich mit
Sk = 1,0 durch Umformung aus Glei-
chung 4 mit der Bedingung F = 0 und F,
=Fox = p*g*Aclg zu

p-g-A

—1995-E1L ¢
p-g-4

mit ¢; = 0,795 fiir den Knickfall 3. Sie
kann als charakteristische Grofie fiir ei-
nen druckbelasteten Stab betrachtet wer-
den, der aus einem bestimmten Werkstoff
besteht und eine bestimmte Quer-
schnittsgeometrie aufweist. So hat ein
handelsiibliches Rohr aus PVC-U mit
Auflendurchmesser d, = 32 mm und In-
nendurchmesser d; = 28,4 mm eine
Knicklidnge von Ig = 5,0 m bei Berticksich-
tigung eines Einflussfaktors C = 0,65.

9)

Werkstoffseitig maf3gebend ist das Ver-
hiltnis von Elastizititsmodul zu Dichte.
Dementsprechend erreicht das geome-
trisch gleiche Rohr als GFK-Ausfithrung
je nach Verstiarkungssystem und Faservo-
lumenanteil eine gut und gern zwei- bis
zweieinhalbmal so grofle Knicklange.

Fazit

Axial wirkende Massenkrifte konnen bei
knickgefahrdeten Kunststoftkonstruktio-
nen trotz der vergleichsweise geringen
Dichte erheblich sein. Sie sollten daher
nicht auler Acht gelassen werden. Die
hier vorgestellten Zusammenhinge er-
moglichen es, axiale Massenkrifte bei Be-
rechnungen auf Knicken auf korrekte
Weise zu berticksichtigen. Abzuraten ist
vom gelegentlich praktizierten Vorgehen,
einen gewissen Teil der Massenkrifte den
Einzellasten an den Stabenden zuzuschla-
gen, etwa ein Drittel oder die Hilfte, und
dann mit der Euler-Formel (Gleichung 1)
zu rechnen. Denn die so erhaltenen Wer-
te konnen je nach Knickfall und Kraftver-
hiltnis F/F, in unbekannter Hohe nach
oben oder nach unten von den theore-
tisch genauen Ergebnissen abweichen. m
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