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KONSTRUKT ION

JOHANNES KUNZ

D
ie Eulersche Theorie des Knickens
von Stäben unter der Wirkung
axialer Kräfte an den Enden des

Stabs [4] basiert auf einer Biegetheorie
2. Ordnung. Sie setzt ideale Verhältnisse
voraus: Die Achse des zylindrischen Stabs
ist gerade, der Querschnitt ist konstant,
die axial ausgerichteten Druckkräfte F
wirken zentral, also im Schwerpunkt der
Querschnittsfläche am Stabende, die
Massenkräfte werden als unbedeutend
vernachlässigt, die geometrischen Rand-
bedingungen sind vollkommen erfüllt,
und das Material verformt sich unter Last
linear-elastisch bzw. linear-viskoelastisch.
Wichtigstes Ergebnis dieser Eulerschen
Theorie ist die kleinste Kraft, unter der
das stabile Gleichgewicht der axialen
Druckkräfte instabil wird. Diese kritische
Kraft bzw. Knickkraft ist bestimmt durch
die Beziehung 

(1).

Darin sind E der Elastizitätsmodul, I das
für das Knicken maßgebende axiale
Flächenträgheitsmoment des Stabquer-
schnitts, l die Stablänge und k ein Zahlen-
faktor für die Erfüllung der Randbedin-
gungen, der also die Wirkung der Lage-
rung ausdrückt. Die kombinatorische Va-
riation der möglichen Randbedingungen
führt zu den Knickfällen 1 bis 5 (Bild 1) [2].

Bei Kunststoffen ist die Tatsache zu be-
achten, dass die Knickkraft (Gleichung 1)
mit dem Kriechmodul EC anstelle des
Elastizitätsmoduls E zu bestimmen ist.
Unter E soll im Folgenden je nach Gege-
benheit der Elastizitäts- oder der
Kriechmodul verstanden werden. Da die-
ser mit zunehmender Belastungszeit t ab-
nimmt, sinkt damit auch die Knickkraft
bzw. steigt das Risiko des Knickens.

Dagegen ist die kritische Stauchung
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also die auf die Stablänge l bezogene Ver-
kürzung des Stabs beim Knicken, allein
von der Geometrie bestimmt und somit
werkstoffunabhängig [1]. Kennzahl für
die knickrelevante Geometrie des Stabs
ist dabei der in Gleichung 2 enthaltene
sog. Schlankheitsgrad 

(3).

Wirkung axialer Massenkräfte

Wenn zusätzlich zur Einzellast, die an den
Stabenden wirkt, noch eine erhebliche
axiale Massenkraft m•a auftritt (Bild 2),
sind die Ergebnisse (Gleichungen 1 und
2) der Eulerschen Theorie nicht mehr an-
wendbar. Solche Massenkräfte können et-
wa bei hohen axialen Beschleunigungen
auftreten oder in Form des Eigengewichts
bei schlanken,vertikal ausgerichteten Stä-
ben, z.B. bei Masten.

Bei konstantem Querschnitt ist die
Massenkraft gleichmäßig über die Stab-
länge l verteilt. Die mathematische For-
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Auslegung. Knicken

von stabförmigen Bau-

teilpartien unter Druck-

beanspruchung ist ein

mitentscheidendes Kri-

terium bei der Ausle-

gung von Kunststoff-

konstruktionen, da

thermoplastische

Kunststoffe wegen ihrer

vergleichsweise geringen Steifigkeit schon bei relativ kleinen Schlankheitsgraden

zu einem Eulerschen Knickverhalten führen [1, 2]. Axial wirkende Massenkräfte ver-

mindern die Stabilitätsgrenze [3], weshalb es angezeigt ist, die Zusammenhänge

genauer zu betrachten.
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mulierung dieser Problemstellung führt
auf Besselsche Differenzialgleichungen,
die nicht geschlossen lösbar sind und des-
halb einer numerischen Lösung bedürfen
[3]. Die kombinatorische Variation der

Randbedingungen ergibt nebst den fünf
Eulerschen Knickfällen zwei weitere
(Bild 2). Die Fälle 6 und 7 entsprechen den
Fällen 3 bzw. 4, jedoch mit vertauschten
Randbedingungen. Diese Unterschei-
dung wird bei Wegfall der Massenkraft
bedeutungslos.

Die Lösungen lassen sich analog zur
Eulerschen Knickkraft (Gleichung 1) in
der allgemeinen Form 

(4)

darstellen. F0 ist hier die Summe aus der
Einzelkraft F am gegenüberliegenden
Stabende und der Massenkraft m•a. F0K

ist die Knicklast, also die kritische Größe
der Kraft F0 bei Erreichen der Stabilitäts-
grenze. Sie wird von den Konstanten c1

und c2,die von den Randbedingungen ab-
hängen (Bild 2), sowie dem Kraftverhältnis
F/F0 beeinflusst. Bei Erreichen von F0K

wird das Kräftegleichgewicht instabil,
d.h. die Zuordnung der Stabkraft zur
Stabverformung ist nicht mehr ein-
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Bild 1. Knickfälle und zugehörige Konstanten k, c1 und c2 (Quelle der Grafiken: IWK)

Bild 2. Axiale Kräfte am Druckstab: Einzelkraft F
und Massenkraft m•a

Bild 3. Auslenkung y
der Stabachse in
Funktion der Axial-
kraft F0 und zugeord-
nete Gleichgewichts-
arten (Gleichge-
wichtsverzweigung)
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deutig, denn auch eine leicht ausgelenk-
te Stabachse kann eine Gleichgewichtsla-
ge sein (Bild 3). Für Kräfte F0 < F0K ist das
Gleichgewicht stabil, und die Stabverfor-
mung besteht aus einer Stauchung.

Gleichung 4 ist eine Näherung, aller-
dings eine sehr gute mit einer maximalen
Abweichung von weniger als 2 %. Sie gilt
mit etwas geringerer Genauigkeit selbst
dann, wenn die Kraft F auf Zug wirkt, so-
fern sie den Betrag von 0,2•F0 nicht über-
schreitet und als negative Größe einge-
setzt wird [3], also in den Grenzen (-0,2
≤ F/F0 ≤ 1).

Die kritische Stauchung bei × = 0, ana-
log zu Gleichung 2 berechnet aus Glei-
chung 4, ist nun 

(5).

Darin zeigt sich eine Abhängigkeit von
den axialen Massenkräften, ausgedrückt
im Kraftverhältnis F/F0. Gezielte Umfor-
mungen mit Einbau des Schlankheits-
grads (Gleichung 3) führen zur Gleichung 

(6).

Dieser Zusammenhang kann in Form des
von Menges und Gaube eingeführten di-
mensionslosen, werkstoffunabhängigen
Knickdiagramms [1] dargestellt werden.
Er ist indessen nicht mehr allein durch die
Geometrie bestimmt, sondern vom
Knickfall und vom Kraftverhältnis F/F0

abhängig (Bild 4).
Für eine Auslegungsrechnung kann

auch die durchschnittliche Stauchung
beim Knicken hilfreich sein. Sie ergibt
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sich durch Mittelung über die Stablän-
ge zu

(7).

Daraus kann als Stabverkür-
zung beim Knicken sehr einfach berech-
net werden.

Die Beziehungen (Gleichungen 4 bis 7)
gehen bei Wegfall der Massenkraft in die
Gleichungen der Eulerschen Theorie
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über, stellen also deren Verallgemeine-
rung dar.

Stabilität und Sicherheit

Bei der Auslegung knickgefährdeter
Konstruktionselemente geht es zumeist
darum, eine ausreichende Stabilität si-
cherzustellen, also Knicken zu vermeiden.
Hierzu bedient man sich der Stabilitäts-
bedingung 

(8)

mit der Knickkraft F0K gemäß (Glei-
chung 4). Mit dem Einflussfaktor C kön-
nen Imperfektionen berücksichtigt wer-
den, also Abweichungen von den ideal er-
füllten Voraussetzungen, wie vorgeboge-
ne Stabachse, nachgiebige Lagerung,
exzentrischer oder nichtaxialer Lastan-
griff sowie nichtlineares Verformungsver-
halten des Werkstoffs. In diesem Zusam-
menhang hat sich für beliebige Schlank-
heitsgrade C ≈ 0,65 als probate Größen-
ordnung erwiesen [2]. Die Sicherheit SK

kann je nach Problemstellung im Bereich
zwischen 1,8 bis 5 liegen, wobei die nied-
rigeren Werte eher bei axial bewegten Tei-
len Anwendung finden, wenn die Mas-
senkräfte möglichst gering sein sollen.
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Bild 4. Dimensions-
loses, werkstoffunab-
hängiges Knickdia-
gramm: Knickfall 3
als Beispiel 
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Bild 5. Bogenschießen: Instabiles Verhalten des Pfeils beim Abschuss und daraus 
resultierende Biegeschwingungen [nach Leach, M.: Pfeile und Pfeilflug beim Bogenschießen,
z.B. bei www.vsgstapelfeld.de]
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Knicken ist nicht generell gleichbedeu-
tend mit einem Bauteilversagen. Der
Übergang vom stabilen zum instabilen
Gleichgewicht kann aber auch für be-
stimmte Effekte gezielt ausgenützt wer-
den, so etwa zur Erzeugung spezieller
Kennlinien bei sog. Knickfedern. Dann
wird in Gleichung 8 bewusst die Gleich-
heit F0 = F0K = p•g•A•lK angestrebt, allen-
falls sogar F0 > F0K. In diesem Fall ist wei-
terhin Gleichgewicht möglich, allerdings
wird es dann indifferent bzw. labil (Bild 3).
Eine interessante Beobachtung dieses Ef-
fekts zeigt das Verhalten der Pfeile beim
Bogenschießen in der Beschleunigungs-
phase (Titelbild). Die dabei auftretende Bie-
gung führt zu einer Schwingung des Pfeils
während des Flugs (Bild 5). So wird bei-
spielsweise bei einem Carbon-Pfeil von
der Gesamtmasse m = 24,5 g (Pfeilschaft
und Spitze) und einem Spinewert 300
entsprechend einer Biegesteifigkeit E•I ≈
5,1•106 N/mm2 bei einer durchaus realis-
tischen Beschleunigung a ≈ 7000 m/s2 [8]
unter den damit verbundenen hohen
Massenkräften praktisch dessen Stabi-
litätsgrenze erreicht bzw. sogar leicht
überschritten. Diese Tatsache liefert eine
einleuchtende Erklärung für die geschil-
derte, in Bogensportkreisen „Pfeilparado-
xon“ genannte Erscheinung.

Knicklänge

Wenn ein vertikal aufgerichteter, am un-
teren Ende eingespannter Stab (Knick-
fall 3, Bild 1) allein durch seine Gewichts-
kraft belastet wird, so wird seine mögli-
che Länge durch die Stabilitätsbedingung
(Gleichung 8) begrenzt, andernfalls
knickt er weg. Die für diesen Grenzfall
definierte sog. Knicklänge ergibt sich mit
SK = 1,0 durch Umformung aus Glei-
chung 4 mit der Bedingung F = 0 und F0

= F0K = p•g•A•lK zu 

(9)

mit c1 = 0,795 für den Knickfall 3. Sie
kann als charakteristische Größe für ei-
nen druckbelasteten Stab betrachtet wer-
den, der aus einem bestimmten Werkstoff
besteht und eine bestimmte Quer-
schnittsgeometrie aufweist. So hat ein
handelsübliches Rohr aus PVC-U mit
Außendurchmesser da = 32 mm und In-
nendurchmesser di = 28,4 mm eine
Knicklänge von lK ≈ 5,0 m bei Berücksich-
tigung eines Einflussfaktors C ≈ 0,65.
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Werkstoffseitig maßgebend ist das Ver-
hältnis von Elastizitätsmodul zu Dichte.
Dementsprechend erreicht das geome-
trisch gleiche Rohr als GFK-Ausführung
je nach Verstärkungssystem und Faservo-
lumenanteil eine gut und gern zwei- bis
zweieinhalbmal so große Knicklänge.

Fazit

Axial wirkende Massenkräfte können bei
knickgefährdeten Kunststoffkonstruktio-
nen trotz der vergleichsweise geringen
Dichte erheblich sein. Sie sollten daher
nicht außer Acht gelassen werden. Die
hier vorgestellten Zusammenhänge er-
möglichen es, axiale Massenkräfte bei Be-
rechnungen auf Knicken auf korrekte
Weise zu berücksichtigen. Abzuraten ist
vom gelegentlich praktizierten Vorgehen,
einen gewissen Teil der Massenkräfte den
Einzellasten an den Stabenden zuzuschla-
gen, etwa ein Drittel oder die Hälfte, und
dann mit der Euler-Formel (Gleichung 1)
zu rechnen. Denn die so erhaltenen Wer-
te können je nach Knickfall und Kraftver-
hältnis F/F0 in unbekannter Höhe nach
oben oder nach unten von den theore-
tisch genauen Ergebnissen abweichen.�
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