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Druckbelastungsgrenzen von
Staben geringer Schlankheitsgrade

Bars of small Slenderness Ratio: Compressive Load Limits

Es werden die Grundlagen des Druckversagens von Stédben gerin-
ger Schlankheitsgrade dargestellt und Moglichkeiten fiir die Be-
stimmung ihrer Druckbelastungsgrenzen fiir die Berechnungspra-
xis aufgezeigt, insbesondere fiir den Ubergangsbereich zwischen
dem Knicken als Versagen infolge Instabilitdt und dem festig-
keitsbedingten Werkstoffversagen. AbschliefSend werden diesbe-
ziigliche Besonderheiten wichtiger Werkstoffgruppen wie Bau-
stdhle als zihe und Gusseisen als sprode metallische Werkstoffe

sowie thermoplastische Kunststoffe betrachtet.

Abstract

The fundamentals of failure of compression loaded bars of small
slenderness ratio are presented and possibilities for the determi-
nation of their limits of compression load for practical calculati-
on purposes are shown, particularly for the transition range bet-
ween buckling as failure due to instability and failure caused by
insufficient material strength. Finally, respective peculiarities of
important groupes of materials such as construction steels as te-
nacious and cast iron as brittle metallic materials as well as

thermoplastics are reviewed.

1 Einleitung

Die Art des Versagens von Stdben unter
axialer Druckbelastung ist wesentlich von ihrer
Schlankheit abhdngig, also vom Verhdltnis der
Stabldnge zur Form und GroRe des Querschnitts
und von der Lagerung des Stabes. Bei ausrei-
chender Schlankheit versagen solche Stabe be-
kanntlich durch Verlust des stabilen Gleichge-
wichts der duBeren Krdfte, was zur Folge hat,
dass das Bauteil der Belastung seitlich aus-
weicht, also ausknickt. Knicken als Versagens-
art ist demnach in erster Linie geometrie-
bestimmt. Bei gedrungener Gestalt bzw. gerin-
ger Schlankheit dagegen besteht das Versagen
im Erreichen von Festigkeitsgrenzen des Werk-
stoffs. So ist bei zdhem Werkstoffverhalten mit
plastischen Verformungen zu rechnen, bei
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sprodem Verhalten mit Druckbruch. Zwischen
diesem reinen Druckversagen des Werkstoffs
und dem reinen Knicken liegt ein Ubergangs-
bereich, der allein analytisch kaum erfassbar
ist, weshalb sich zur Beschreibung der Belas-
tungsgrenzen im Verlauf der Zeit empirische
Theorien etabliert haben.

Die fiir die Bauteilauslegung erforderli-
chen Belastungsgrenzen (sog. ,zuldssige Be-
lastungen”) sind generell bestimmt durch die
Art des Versagens, die gewdhlten oder ver-
langten Sicherheiten und allfallige, wenigs-
tens empirisch quantifizierbare Einfliisse auf
das Versagensgeschehen. Erfasst werden sie
zumeist mit der Festigkeits- bzw. Stabilitdts-
bedingung

Omax SO0 =0 3 (1)

hier dargestellt am Beispiel des einachsigen
Spannungszustandes. In ihr wird die maximale
Spannung der zuldssigen Spannung gegen-
tibergestellt, welche aus dem Spannungs-
Grenzwert o; als VersagenskenngroRe, der Si-
cherheit S und einem allfdlligen Einflussfaktor
C berechnet werden kann. Gelegentlich kann es
sinnvoll sein, anstelle von (1) die Verfor-
mungsbedingung

C
Emax S €zl = €6 E (2

zu verwenden, in der die Spannungen durch die
entsprechenden Dehnungen ersetzt sind.

Beim Versagen durch Knicken und durch Er-
reichen bzw. Uberschreiten einer Festigkeits-
grenze handelt es sich um ganz unterschiedli-
che Versagensmechanismen mit entsprechend
unterschiedlichen  Sicherheitsanforderungen
(Tabelle 1). Daher wird hier der Frage nach-
gegangen, wie die Belastungsgrenzen im Uber-
gangsbereich zwischen diesen beiden Ver-
sagensarten sinnvoll bestimmt werden kon-
nen.

2 Ideales Knicken

Die EULER [1] zu verdankende analytische
Beschreibung des Knickens basiert auf einer
Biegetheorie 2. Ordnung mit strengen Voraus-
setzungen: Die Achse des zylindrischen Stabes
ist gerade, die axial ausgerichteten Druckkrafte
F wirken zentral, also im Schwerpunkt der
Querschnittsfliche am Stabende, die Massen-
krafte werden als unbedeutend vernachldssigt,
die geometrischen Randbedingungen sind voll-
kommen erfiillt, und das Material verformt sich
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unter Last linear-elastisch bzw. linear-visko-
elastisch. Wichtigstes Ergebnis dieser Euler-
schen Theorie ist die kleinste Kraft, unter der
das stabile Gleichgewicht der axialen Druck-
krafte instabil wird, so dass der Stab seine
Funktion nicht weiterhin erfiillen kann. Diese
kritische Kraft bzw. Knickkraft ist bestimmt
durch die Beziehung

g EI
FKE—ﬂ' 5—2 (3)

Darin sind E der Elastizitatsmodul, I das fiir
das Knicken maRgebende axiale Fldachen-
tradgheitsmoment des Stabquerschnitts und s
die fiir das Knicken maRgebende sog. freie
Knicklange, namlich der Abstand zwischen
zwei Wendepunkten der beim Knicken aus-
gebogenen Stabachse. Diese freie Knick-
lange hangt also nebst der effektiven
Stablange [ auch von der Lagerung des
Stabes ab. Die kombinatorische Variation
der moglichen Randbedingungen fiihrt zu
fiinf unterschiedlichen Knickfallen (Bild 1)

[2].

Dimensionsloses,
werkstoffunabhéngiges
Knickdiagramm [4]

Euler-Hyperbel

Fy

1) M,

ouw(A) Knickspannung oy in
Funktion des Schlank-
heitsgrades A
A (schematisch)
F,
\i
dx
=
Fo+dFy

Querkraftwirkung auf die

ausgeknickte Stabachse

Beziehung (3) kann anhand einer ein-
fachen Uberlegung in eine werkstoffunabhén-
gige und damit allgemeingiiltige Form ge-
bracht werden, indem von der Knickkraft Fy; auf
die Knickspannung oy und mit dem Hoo-
keschen Gesetz auf die kritische Stauchung

2
£ = oke _fe _p2 I _7 (4)
EE-A s2.A 2

geschlossen wird. Diese ist die auf die Stab-
lange [ bezogene Verkiirzung des Stabes beim
Knicken. Darin ist der sog. Schlankheitsgrad

A
A=sT (5)

eine rein geometrische GroRe aus Stab-
ldnge [ und Lagerung sowie GrofRe A und
Form des Querschnitts, also eine Kennzahl,
welche die fiir das Knicken relevante Geome-
trie vollstandig charakterisiert. Die kritische
Stauchung ist somit allein von der Geometrie
bestimmt [3]. Dies bedeutet, dass geo-
metrisch gleiche Stdbe aus unterschiedli-

chen Werkstoffen bei ein- und derselben
Stauchung versagen. Allerdings sind die hie-
fiir je erforderlichen Spannungen bzw. Kréfte
mit £ eine direkte Funktion der Werkstoff-
steifigkeit.

Der Zusammenhang zwischen der kriti-
schen Stauchung & und dem Schlankheits-
grad A nach Beziehung (4) stellt eine Hyper-
bel 2. Grades dar, die wie bei der Knickspan-
nung lblicherweise als Euler-Hyperbel (Bild
2) bezeichnet wird. Die Funktion ist also di-
mensionslos und werkstoffunabhdngig. Im
doppeltlogarithmischen Diagramm wird sie
als Gerade abgebildet (Bild 3). Die Gegen-
tiberstellung von Theorie und Versuch an un-
terschiedlichen Werkstoffen zeigt eine er-
staunliche Ubereinstimmung, abgesehen
von einer prozentual praktisch konstanten
Abweichung der unteren Grenze des Mess-
werte-Streubereichs. Diese Abweichung ist
sicherlich auch auf die moglichen Imperfek-
tionen zuriickzufiihren, also auf die nicht
vollkommen erfiillten Voraussetzungen der
Theorie, wie vorgebogene Stabachse, ver-
formbare Lagerung, exzentrischer oder
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nicht axialer Lastangriff sowie nichtlineares
Verformungsverhalten des Werkstoffs. Er-
fasst man sie empirisch in einem abmindern-
den Einflussfaktor, so ergibt dies tiber den
ganzen Bereich des Schlankheitsgrades die
GroRenordnung €=~ 0,65. Diese Zusammen-
hdnge gelten bei hinreichend hohen
Schlankheitsgraden.

3 Knicken bei geringeren
Schlankheitsgraden

Bei der Herleitung der Eulerschen Knick-
last (3) wird wie bei der Biegetheorie der
Balken der Schubeinfluss (Querkrafte im
Querschnitt der ausgebogenen Stabachse,
Bild 4) vernachldssigt. Dies ist solange ge-
rechtfertigt, als die Stabe sehr schlank sind.
Bei geringeren Schlankheitsgraden fiihrt
diese VernachldBigung aber zu einer spiirba-
ren Uberschitzung der Knickkraft bzw. Un-
terschdtzung der Knickgefahr, so dass sie
nicht mehr verantwortet werden kann. Wird
dagegen der Schubeinfluss mitgerechnet
[5], so resultiert fiir die Knicklast

» E-I 1
Fee =m° - —5—- 7=
$To1+2- (14 p) 7t
s°-A (6)
» E-I 1
:7[ .5—2,—7[2
1+2-(1+u) —
(en) 5,
bzw. fiir die kritische Stauchung
_n2 1
£KE_?' 2 (7)

1+2‘(1+;1)-7/;—2

Dieser Schubeinfluss wird in den Gleichungen
(6, 7) also durch den zweiten Bruch aus-
gedriickt, der auller vom Schlankheitsgrad
noch von der Querkontraktionszahl i des Stab-
werkstoffs abhdngt. Bei 1 = 0,3 beispielsweise
betrdgt die Herabsetzung fiir die Schlankheits-
grade von A = 10; 20; 30; 40 jeweils 20,4; 6,0;
2,8; 1,6 %. Ab A ~50 ist der Schubeinfluss
kleiner als 1,0 % und daher ohne weiteres ver-
nachldssigbar.

4 Ubergangsbereich Knicken -
Druckversagen

Mit abnehmendem Schlankheitsgrad
steigen die Knickspannung (Bild 2) bzw. die
kritische Stauchung (4) bzw. (7) tiberpropor-
tional an, und zwar - je nach Werkstoff -
weit Uber die festigkeitsbedingte Dehn-
grenze des Druckversagens hinaus. Als
Druckversagen kann also auBer Knicken je
nach Verhalten und Struktur des Werkstoffs
Druckbruch, plastische Verformung, Mikro-

rilbildung, Delamination usw. auftreten
[
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Belastungsgrenze G,, in Funktion des Schlank-
heitsgrades A nach Gleichung (11) im Beispiel
mit den Sicherheiten S; = 1,5 gegen FlieBen und
Sk = 4,0 gegen Knicken (schematisch)

(Bild 5). Im Ubergangsbereich zwischen dem
Knicken als Stabilitdtsversagen und dem fes-
tigkeitsbedingten Versagen stellen sich zu-
nehmende Abweichungen vom Eulerschen
Knickverhalten ein, die nicht zuletzt auch
auf die sich stdrker bemerkbar machenden
Nichtlinearitdten im Verformungsverhalten
zuriickzufiihren sind.

Das Versagensverhalten in diesem Uber-
gangsbereich zwischen dem reinen Knicken
und dem festigkeitsbedingten Druckver-
sagen ist sehr komplex und daher auf theore-
tischem Weg kaum hinreichend beschreib-
bar. Seine ingenieurmdRige Beschreibung
wurde daher schon friih mittels empirischer
Theorien versucht. Unter diesen sind vor al-
lem jene sehr anschaulich, die das reine Kni-
cken und das festigkeitshbedingte Druckver-
sagen durch eine einfache mathematische
Funktion verbinden, so etwa durch die Tet-
majer-Gerade [10]

A
O-KT:O-G_(O-G_GP)'/I_ (8)
0

oder die Johnson-Parabel [11]

IR
GKJ:GG_(GG_GP)'[Z] 9)

(Bild 2), deren Scheitel bei A = 0 liegt. Darin
sind og der Spannungsgrenzwert beim werk-
stofflichen Druckversagen, o, die Proportiona-
litdtsgrenze als obere Grenze des linearen Ver-
formungsbereichs mit dem zugehorigen Grenz-
schlankheitsgrad

[E

Ag=7 |—
OHVGP

(10)

der somit die Giiltigkeit der Eulerschen Theorie
auf den Bereich A > A, beschrankt.

Geht man nun bei der Bestimmung der
Belastungsgrenzen realistischerweise von
unterschiedlich groRen Sicherheitsfaktoren
S¢ gegen das werkstoffliche Druckversagen
und Sy gegen Eulersches Knicken aus (Ta-
belle 1), so bietet sich deren Beriicksichti-
gung gemald

Versagensart | Werkstoff bzw. Sicherheitsfaktoren | Quellen Tabelle 1

Werkstoffverhalten GroRenordnung empfohle-
Druckbruch | Sprodes Verhalten Sg=2,0+4,0 [6] ner Sicherheitsfaktoren fiir
Plastische | Zihes Verhalten Sp=1,2+2,0 [6] verschiedene Versagens-
Verformung arten und Werkstoffe
Mikrorisse Thermoplaste Sp=1,0+1,5 [7, 8]
(Crazes)
Knicken Linear-elastisches bzw. S¢=3,0+5,0 [6]

linear-viskoelastisches

S,=5,0+10 9
Verhalten K (41
Unelastischer Bereich S¢=3,0+8,0 [9]
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mit einem stetigen Ubergang zwischen den
beiden Versagensarten an (Bild 6). Diese
werden so mit dem Verhaltnis A/4, gewich-
tet. Fiir A=0 wird ausschlief3lich das werk-
stoffliche Druckversagen mit der zugehori-
gen Sicherheit erfasst, bei 1= A,ausschlieR-
lich das Eulersche Knicken mit der Sicherheit
Sk- Diese Festlegung der Belastungsgrenzen
erfiillt ein seit langem bekanntes Postulat
[12]. In (11) bzw. (12) kénnen allenfalls
auch noch je Versagensart spezifische Ein-
flussfaktoren C einbezogen werden, wie sie
weiter oben beschrieben worden sind. Bei
Bedarf lassen sich analoge Funktionen zu
(8), (9), (11) und (12) ebensogut wie (4)
und (7) mit den entsprechenden Dehnungs-
werten verwenden.

4 Werkstoffspezifische
Unterschiede

Die Beschreibung der Belastungsgrenzen
von Stdben geringer Schlankheitsgrade erfor-
dert je nach dem mechanischen Verhalten der
Werkstoffe ganz unterschiedliche Funktionen.
Dies sei am Beispiel dreier wichtiger Werkstoff-
gruppen erldutert.

Bei Baustdhlen als verbreitete metalli-
sche Konstruktionswerkstoffe hoher Zahig-
keit liegen die der DruckflieRgrenze ent-
sprechenden Dehnungen je nach Festig-
keitsklasse im Bereich von 0,1 bis 0,2 %, und
die Grenzschlankheitsgrade bewegen sich
zwischen etwa 80 und 105. Die Giiltigkeit der
Eulerschen Theorie ist dementsprechend auf
Stabe relativ hoher Schlankheit begrenzt.
Damit ist der weiter oben besprochene
Ubergangshereich mit den vom jeweiligen
Schlankheitsgrad A < A, abhdngigen Ver-
sagensgrenzen (11) bzw. (12) fir Werk-
stoffe dieser Art von besonderer Bedeu-
tung. Fiir ihre Beschreibung hat sich in der
Praxis die Tetmajer-Gerade (8) bewdhrt.
FlieRgrenze or als maRgebender Kennwert
fiir das Versagen durch plastische Verformun-
gen (Bild 5b) und Proportionalitdtsgrenze op
der Baustdhle liegen auch unter Druck-
beanspruchung in einem typischen Verhalt-
nis zur Zugfestigkeit, namlich oy = ¢ -0 ~
0,6 - 6 bzw. 0p =cp-05~ 0,5 -0p. Mit diesen
Verhdltniszahlen kdnnen beispielsweise (10)
und (11) umgeschrieben werden zu den Be-
ziehungen

IE

Ag=m ‘\’ 13
o (13)
g Afce ¢

Ozl = <£- ( . PJ
S \SF Sk (14)

als gute Ansatze fiir den praktischen Gebrauch.
Gleiches gilt, wenn auch mit etwas anderen
Zahlenwerten, fiir andere zdhe metallische
Werkstoffe.

Gusseisen als typischer Vertreter spro-
der Werkstoffe kann wie bekannt auf Druck
wesentlich hoher belastet werden als auf
Zug, und die Spannungs-Dehnungs-
Charakteristik weist praktisch kaum einen
linearen Bereich auf. Damit bleibt eine
wesentliche Voraussetzung der Eulerschen
Theorie nicht erfiillt, was deren Giiltig-
keitsbereich  entsprechend stark ein-
schrankt. Flir GG20 etwa liegen die Druck-
festigkeit bei o, ~ 800 N/mm?, der
Grenzschlankheitsgrad in der GréRenord-
nung von A,~80 und die der Proportio-
nalitdtsgrenze op entsprechende Spannung
bei etwa 150 bis160 N/mm?2. Da die Druck-
festigkeit als malRgebender Spannungs-
grenzwert fiir das festigkeitsbedingte sprode
Druckversagen (Bild 5a) rund fiinfmal hoher
ist, (berdeckt die Belastungsgrenze im
Ubergangsbereich eine sehr groRe Span-
nungsdifferenz. Aus diesem Grund wird bei
solchen Werkstoffen zur besseren Anpassung
an die Versuchswerte die Tetmajer-Gerade
(8) bzw. (11) etwa durch eine Parabel der
Form oy;=a - b-A + c-A? ersetzt (Bild 7), die
mit den Werkstoffkennwerten o; = 6,5 und o,
mit den Beziehungen

A
oxr =04~ (0dp—0p +4'00)'A—+

o (15)
2
+4-60»[%J
0

bzw.

anwendbar ist. Darin stellt o, als Anpassungs-
groRe die maximale Abweichung der Parabel
von der Geraden bei A = A,/2 dar.
Thermoplastische Kunststoffe kdnnen
wegen ihrer vergleichsweise geringen Stei-
figkeit bis zu deutlich hoheren Dehnungen

Tetmajer-Parabel

Euler-Hyperbel

ou(t)

Knickspannung oy in Funktion des Schlankheits-
grades A bei sprodem Werkstoffverhalten
(schematisch)

als metallische Werkstoffe schadigungsfrei
belastet werden. Unter langzeitiger Belas-
tung treten bei amorphen Thermoplasten ab
e~ 0,8 % sogenannte Crazes (mikroskopi-
sche Verstreckungen, MikroriBe senkrecht
zur groBten positiven Dehnung, Bild 5c¢) auf,
bei teilkristallinen Thermoplasten liegt diese
Dehnung bei e~ 2,0 % und héher. Bei kurz-
zeitiger Belastung von deutlich unter 1 h
liegen diese Werte gut und gern doppelt so
hoch, worin sich u.a. das viskoelastische
Verhalten spiegelt. Unter Druckbelastung
ergdben sich somit in Kraftrichtung bei
Gliltigkeit des Hookeschen Gesetzes zuge-
horige Stauchungen g;~ -&/p in der GroRen-
ordnung von etwa 2,0 bzw. 5,0 % lang-
zeitig und 4,0 bzw. 10 % kurzzeitig. Selbst
wenn die in diesen Dehnungsbereichen
spiirbare Nichtlinearitdt diese Werte ohne
weiteres halbieren kann, erkldrt sich den-
noch die Beobachtung, dass thermo-
plastische Werkstoffe selbst bei sehr gerin-
gen Schlankheitsgraden ein nahezu Euler-
sches Knickverhalten ohne ausgepragten
Ubergangsbereich zeigen (Bild 3). Allerdings
empfiehlt es sich bei sehr kleinen A-Werten,
den Schubeinfluss auf Knicklast oder
kritische Stauchung mit (6) bzw. (7) zu be-
riicksichtigen.

5 Zusammenfassung

Die angemessene, auf den jeweiligen
Werkstoff abgestimmte Erfassung der Druck-
belastungsgrenzen ist bei der Auslegung von
Staben kleiner Schlankheitsgrade nicht nur
in technischer Hinsicht von Bedeutung, son-
dern ebenso sehr aus Griinden der Wirt-
schaftlichkeit. Spezielle Beachtung verlangt
der Ubergangsbereich zwischen dem reinen
Knicken und dem festigkeitsbedingten
Druckversagen, das je nach Werkstoff sehr
unterschiedlich ausfallen kann. Dies erfor-



dert fiir den Ubergangsbereich auf das jewei-
lige Werkstoffverhalten abgestimmte Be-
rechnungsansdtze und  Sicherheitsiiber-
legungen. Gegen das reine Knicken sind
deutlich hohere Sicherheiten einzukalkulie-
ren als gegen das werkstoffliche Druckversa-
gen, und bei diesem wiederum unterschei-
den sich die Sicherheitsfaktoren in ihrer
empfohlenen GroRe je nach dem Versagens-
mechanismus. Der hier vorgestellte Ansatz
bezieht die Sicherheiten sowohl des reinen
Knickens als auch des Werkstoffversagens
ein und gewichtet sie in Funktion des
Schlankheitsgrades.
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